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Sur  certaines  surfaces  algébriques 
liées  aux  fonctions  abéliennes  de  genre  trois; 

Par  m.   L.   REMY. 


I.  Les  surfaces  hyperelliptiques  pour  lesquelles  les  coordonnées 
d'un  point  sont  des  fonctions  quadruplement  périodiques  de  deux 
variables  représentent  les  couples  de  points  d'une  courbe  de  genre 
deux  en  ce  sens  qu'à  un  couple  de  points  de  la  courbe  correspond  un 
point  de  la  surface  et  réciproquement.  D'une  manière  plus  générale, 
on  peut  considérer  les  surfaces  algébriques  qui  représentent  les  couples 
de  points  d'une  courbe  C  de  genre  p. 

De  même  que  pour  les  surfaces  hyperelliptiques,  il  convient  de  faire 
une  distinction  fondamentale  entre  le  cas  où  un  point  de  la  surface 
répond  à  un  seul  couple  de  points  sur  la  courbe  C  (surfaces  générales 
d'après  M.  Picard)  et  le  cas  où  un  point  de  la  surface  correspond  à 
deux  ou  plusieurs  couples  (la  surface  de  Kummer  en  est  un  exemple 
classique). 
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Dans  ce  Mémoire,  nous  nous  bornerons  au  cas  de  p  =  3  ;  la  courbe  C 
est  alors,  si  Ton  veut  et  sans  que  la  généralité  en  soit  diminuée,  une 
courbe  plane  du  quatrième  ordre.  Nous  considérerons  les  surfaces  S 
telles  qu'à  un  point  de  S  correspondent  deux  couples  de  points^le  C 


situés  en  ligne  droite. 


Nous  établirons  quelques  théorèmes  généraux  relativement  aux 
surfaces  S  et  nous  en  ferons  l'application  à  une  surface  particulière 
du  sixième  ordre. 


Correspondance  entre  les  surfaces  S  et  la  courbe  plane 

d'ordre  quatre. 

2.  Il  convient  tout  d'abord  de  rappeler  comment  on  peut  repré- 
senter les  coordonnées  d'un  point  d'une  telle  surface  S  au  moyen  de 
fonctions  abéliennes  à  six  systèmes  de  périodes. 

Soil/'(a',^)  =  o  l'équation  de  la  courbe  G  du  quatrième  ordre  et 

désignons  par 

g,  {x)  dx,     g.,  (.r)  dx,     g;{x)  dx 

trois  diirérentielles  abéliennes  distinctes  de  première  espèce  attachées 
à  cette  courbe.  Posons 

g^  {x^  )  dx^  +  g^  (Xo  )  dx.,  -+-  g^  (X-^)  dx.^^  =  du, 

g.,(x,)dx^  +  g.,{x.,)dx.,-^-  g^(x^)dx3  =  dv, 
gs (x,  )  dx^  -h  g;(x2 )  dx^  -+-  gs (x, )  dx,  =  dKV. 

Toute  fonction  rationnelle  symétrique  par  nipporl  à  (a;,,j',  ), 
(a;.2,y.,),  (x^^y^)  est  une  fonction  abélicnne  de  /^,  v,  v\-;  il  en  est  de 
même  si  l'on  suppose  que  le  point  (073,^,)  est  lixe,  mais  alors  u,  i",  kv 
sont  liés  par  la  relation 

^(u  —  X,  r  —  [j.,  Kv  —  v)  =  o, 

&(w,  P,  w)  désignant  une  fonction  thêta  normale  du  premier  ordre 
(qu'on  peut  choisir  arbitrairement  d'ailleurs)  et  X,  a,  v  des  constantes. 

Si  l'on  désigne  par  (ji{x)  l'intégrale   1  gi(x)dx,  on  peut,  en  aug- 
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mentant  m,  p,  w  de  constantes  et  en  choisissant  convenablement  les 
limites  inférieures  des  intégrales,  ramener  les  relations  précédentes  à 
la  forme 

GaC-'Z^i  )  H-  G^ix.,)  =  V  [2r(«,  f,  vv)  =  o]. 

G^{x ,)  +  G^ijx.,)  =  w 

Les  surfaces  S  peuvent  dès  lors  être  représentées  paramétrique  ment 
par  les  équations 

X,=;<ï>,(w,  f,w)         (i  =  i,2,3) 

où  les  Oj  sont  des  fonctions  abéliennes  à  six  systèmes  de  périodes  des 
trois  paramètres  w,  v^  w  liés  eux-mêmes  par  la  relation 

^•(w,  p,  w)  =  o. 

5.  Nous  nous  bornerons  au  cas  où  les  fonctions  $/(w,  p,  cv)  sont  des 
fonctions  paires  de  w,  p,  w.  Dans  ce  cas,  à  un  couple  de  points  {x^^y ^^, 
(^25  ^^2)  correspond  un  point  de  la  surface  S,  mais  à  un  point  de  S 
répondent  deux  systèmes  de  valeurs  des  arguments  (w,  p,  «')  et 
(—M,  —  p,  —  w)  et,  par  suite,  deux  couples  de  points  (a?,,  y,), 
(iC2,jK2)  et  (^', ,y', ),  (^'05 /a)-  ^^^  deux  couples  satisfont  manifeste- 
ment aux  relations 

g,  {x,  )  dx^  4-  g,  (xj)  ^^2  4-  g  y  {x\  )  â?x;  4-  g,  {x'.^dx',_  =  o, 

^3(a7,)c?j;,  4- ...  =0, 

qui  établissent  que  les  deux  couples  de  points  sont  en  ligne  droite. 
Ce  sont  les  surfaces  S  de  ce  type  qui  font  l'objet  de  ce  Mémoire. 


Sur  le  système  canonique  des  surfaces  S. 
4.   Sur  la  surface  S  les  trois  intégrales  doubles 

i  i  du  dv,  I  ^^  '^^''      /  /  ^^  ^^ 
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rcsLent  finies  à  l'intérieur  d'un  prismatoïde  des  périodes  et,  comme 
elles  ne  changent  pas  quand  on  y  remplace  respectivement  w,  p,  w  par 
—  Il,  —  V,  —  tv,  ce  sont  des  intégrales  abéliennes  de  première  espèce. 
On  démontre  d'ailleurs  qu'une  surface  représentant  les  couples  de 
points  d'une  courbe  C  de  genre  trois  ne  saurait  avoir  plus  de  trois 
intégrales  doubles  de  première  espèce  ('). 

Les  surfaces  S  sont  donc  de  genre  trois. 

Nous  nous  proposons  d'étudier  sur  la  surface  S  le  système  linéaire 
doublement  infini  des  courbes  L  découpées  par  les  surfaces  adjointes 
d'ordre  m  —  4  {m  étant  le  degré  de  la  surface  S^  ou  système  cano- 
nique. 

5.  Il  est  aisé  d'obtenir  leur  équation  en  w,  c,  w.  Toute  intégrale 
doul)le  de  première  espèce  d'une  surface  algébrique  d'ordre  m 

S(X,Y,  Z)  =  o 
est  nécessairement  de  la  ionnc 

//^Q(X,V,Z), 

Q(X,  Y,  Z)  désignant  un  polynôme  adjoint  d'ordre  m  —  [\. 
Or 


dXd\  =  -7T — '- — -dudv. 


M  et  p  étant  regardés  comme  variables  indépendantes  et  w  comme 
une  fonction  de  u  et  p  définie  par  l'équation  fondamentale 

S(m,  p,  w)  =  o. 


(')  Voir  un  Mémoiie  de  W.  lIoMiiEitr.  Sur  une  surface  de  sLciènic  ordre  liée 
auiv  fonclioits  abéliennes  de  i^enre  trois  {Journal de  Malliématic/ttes,  5*  série, 
l.  II,  i8(,r)). 
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On  trouve  par  un  calcul  simple 

D(X,Y)       M{u,ç,w) 


en  posant 


D(»,r)   . 


H(m,  P,  «')  = 


d?J 

} 

dw 

dX     dX 

dX 

du      ai' 

dw 

ÔY     dY 

dY 

du      âv 

dw 

d?J      à?! 

d^ 

du      dv 

dw 

L'intégrale  double  générale  de  première  espèce  prend  donc  la 
forme 

/  i\dv  dw  +  (jt.  dw  du  -h  V  du  dç  =      /  ^—ç-, —  Q(X,  Y,  Z) 

r  rdXdY  /^  d^        d^        d'^\ 

=jj-B-[^du-^^d^-^''di^y 

de  là  résulte  que  la  courbe  générale  du  système  canonique  a  pour 

équation 

i^.  X       '.à'^  d"^  d^ 

b(u,V,w)=A-. h  U.  -^ h  V  3-  =0. 

^  ■  du         ^  dv  (7(r 

Il  convient  de  remarquer  que  cette  fonction  FÇu,ÇjW)  n'est  pas 
une  fonction  thêta  de  trois  variables  indépendantes  u,  p,  w;  mais, 
lorsque  u,  v,  w  vérifient  l'équation 

^(u,  r,  w)  =  o, 

F(w,  p,  w)  satisfait  aux  mêmes  relations  fonctionnelles  que  la  fonc- 
tion 2r(M,  ç,  w),  puisque  ces  relations  sont  de  la  forme 

^(u  -h  pér.,  ç  -+-  pér.,  w  -+-  pér.)  =  e'' '"'"'"''&(«,  p,  w). 

Les  fonctions  2r(w,  p,  w)  et  F(w,  p,  w)  sont  d'ailleurs  de  parité 
contraire. 


(>.  La  famille  des  courbes  L  présente  un  intérêt  particulier  dans 
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l'étude  des  surfaces  S  en  raison  de  son  caractère  d'invariance,  car  deux 
surfaces  S  admettent  manifestement  une  correspondance  birationnelle. 
En  particulier,  le  genre  p^^^  des  courbes  C  est  un  invariant  (Cwrp(?/i- 
geschlecht  d'après  M.  Nôther).  Cet  invariant  se  détermine  de  suite 
grâce  au  théorème  suivant  de  M.  Nôther  : 

Si  l'on  désigne  par  /?'^*  le  degré  du  système  canonique,  c  est- 
à-dire  le  nombre  de  points  d'intersection  variables  de  deux 
courbes  L  du  système,  on  a 

Dans  le  cas  actuel  /?'^'  se  déduit  du  nombre  des  solutions  non  fixes 
communes  aux  trois  équations 


dS!  â^  à 


*  du         ^  ^  ài'  dtr 

\^(u,  V.w)  =  O  . 

A,  ^; h  U..,-^ h  Vo  -r-    =  O 


OU        ^  '  Oi>  ^  âiv 


Or,  ces  fonctions  satisfaisant  sur  la  surface  aux  équations  fonction- 
nelles d'une  fonction  9"  du  premier  ordre,  le  théorème  de  M.  Poincaré 
sur  le  nombre  des  solutions  communes  à  trois  fonctions  thêta  leur  est 
applicable;  d'après  ce  théorème,  trois  fonctions  thêta  de  genre  trois, 
d'ordre  m,  n,  p,  ont  6  X  m  X  n  x  p  solutions  communes;  soit,  dans 
le  cas  actuel,  six  solutions.  Celles-ci  sont,  deux  à  deux,  égales  et  de 
signe  contraire  et,  par  suite,  il  leur  correspond  trois  points  de  la  sur- 
face. Ces  équations  n'ont,  d'ailleurs,  pas  de  solution  commune  fixe, 
car  une  telle  solution  annulerait  à  la  fois 

o  /  s.       à^       d^       ô^ 

^     '     '      ^'      du        (/r         ()iv 

Donc  le  degré  du  système  canonique  p*'*'  est  égal  à  3  et  le 
genre  />^"  de  la  courbe  générale  L  est  égal  à  4  (')• 

7.  Les  surfaces  adjointes  d'ordre  m  —  /j  dépendant  de  doux  para- 

(')  Le  ihéorème  de  M.  NcUher  suppose  que  les  surfaces  adjointes  ne  passent 
pas  toutes  par  certains  points  ou  lignes  simples  de  la  surface.  C'est  ce  que  nous 
vérifierons  un  peu  plus  loin  pour  les  surfaces  S  par  un  exemple  particulier. 
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mètres,  il  en  existe  une  infinité  qui  sont  tangentes  à  la  surface  en  un 
point;  celles-ci  découpent  une  famille  simplement  infinie  de  courbes 
de  genre  trois.  Nous  nous  proposons  d'établir  que  cette  famille  joue 
un  rôle  essentiel  au  point  de  vue  du  lien  qui  rattaclie  la  surface  S  à  la 
courbe  plane  du  quatrième  ordre  C  dont  dérivent  les  fonctions  abé- 
liennes  $(w,  p,  «'). 

A  cet  eflet,  considérons  les  équations  fondamentales 

G^{x)  -h  G2(.x-')  =  r, 

Gr3(x')  +  G^{x')  =  W 

qui  entraînent  entre  m,  p,  w  la  relation. 

^(m,  p,  w)  =  o. 

Supposons  que  le  point  {x,  y^  décrive  la  courbe  C,  alors  c|ue  le 
point  (x\  y)  reste  fixe,  (x'  =  x'^^ y'  =  y'^) ;  dans  ce  cas,  w,  c,  w  repré- 
sentent, à  une  constante  près,  les  intégrales  de  première  espèce  G,(.r), 
G.,{x)^  Gr;j(£c)  attachées  à  G. 

D'ailleurs,  la  courbe  G  étant  du  quatrième  ordre,  on  peut  prendre 
pour  G,  (x),  G^{x)^  G^{x)  les  intégrales 


j    g,(x)^f  j^dx, 


Dans  cette  hypothèse,  w,  r,  w  sont  liés  par  une  deuxième  relation 
qu'il  est  aisé  d'expliciter;  si  l'on  pose,  en  effet, 


u  =  u 


f   g,(x)dx  =  Gt{x)-hG,(^), 
= '"  +  /    gi{x)dx  =  G.^{x)^G^{l), 

U  y.' 
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w',  v',  cv'  vérifient  manifeslement  l'cqualion 

On  a  donc,  quel  que  soit  ^, 
-    w  -h  /    gi  (x)  dx,  V  -h       g2  (^)  ^-^"j  ^^"  +  /   g':i  (x')  dx    =  o  ; 

L  •'o  '*'o  "^'o  -I 

d'où,  en  dérivant  cette  équation  par  rapport  à  ^, 

et,  en  faisant  ^  =  rj,, 

Telle  est  la  relation  cherchée  entre  u,  r,  u". 

Cette  équation  définit  sur  la  surface  S  une  courbe  4^  dont  les  points 
répondent  aux  couples  de  C  formés  du  point  fixe  Ao(x\jy'^)  et  d'un 
point  variable  (x,  y).  De  cette  définition  il  résulte  que  les  courbes  ^ 
et  C  se  correspondent  poinl  par  point. 

La  courbe  4^  est  une  courbe  parliculière  du  système  canonique,  car 
son  équation  est  de  la  forme 

^  0'^  (ï^  <)^ 

ou  '     6/1'  an'  ' 

X,  [JL,  V  vérifiaiil  l'écpiation  homogène  do  la  courbe  C, 

/(A,  [j.,v)  =  o. 

Lors(pic  le  point  [x,  y)  décrit  la  courbe  (>,  le  point  {a,  v,  tv  )  décrit 
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la  courbe  ^sur  la  surface  S.  Considérons  la  tangente  au  point  A„  à  la 
courbe  C  qui  coupe  de  nouveau  cette  courbe  en  deux  points  A,,  A,; 
aux  couples  (Aq,  A,)  et  (A^,  A^)  répond  un  seul  et  même  point  a  de 
la  surface;  mais  en  ce  point  passent  deux  branches  de  la  courbe  i^qui 
correspondent  respectivement  aux  positions  de  (oc, y)  voisines  de  A, 
et  à  celles  voisines  de  Ao.  Les  courbes  4^  sont  donc  les  courbes  du 
système  canonique  qui  possèdent  un  point  double. 
Nous  parvenons  ainsi  au  théorème  suivant  : 

La  condition  /(À,  [a,  v)  =  o  qui  exprime  que  la  surface  adjointe 
d'ordre  ni  —  4 

\(),{x,,x.,,x.,,x,)  -f-  [aQo(j^,,  ...,.r,)  + vQ;,(.i^,,  ...,.r,)  =  o 

est  tangente  à  S,  est  une  équation  algébrique  de  genre  trois,  et 
c'est  précisément  de  la  courbe  fÇk-,  t;-,  v)  :=  o  que  dérivent  les  fonc- 
tions abéliennes  $(?/,  v,w)  qui  définissent  la  représentation  para- 
métrique de  la  surface  S(w,  v,  w). 

Les  surfaces  adjointes  d'ordre  m  —  [\  qui  sont  tangentes  à  S 
découpent  sur  cette  surface  une  famille  simplement  infinie  de 
courbes  de  genre  trois  et  de  mêmes  modules;  ces  modules  sont  ceux 
de  la  courbe  fondamentale  /(  X,  [j.,  v  )  =  o  (  '  ). 

8.  Ces  théorèmes  permettent  de  préciser  la  correspondance  géo- 
métrique entre  la  surface  S(w,  r,  w)  et  le  plan  de  la  courbe  C. 

A  toute  courbe  4^  tracée  sur  la  surface  correspond  un  point  de  la 
courbe  C. 

Plus  généralement,  à  l'adjointe  générale  L  ayant  poui-  équation 


d"^  Ôl3  ô'^ 

1 — ^  M- 1 — I-  V  ^- 


(')  M.  Humbert  a  établi  les  propriétés  précédentes  pour  une  surface  parti- 
culière S(«,  v,w)  [Comptes  rendus,  i*^'"  semestre  iSgS  ).  Dès  lors,  elles  s'étendent 
à  toute  surface  analogue  en  raison  de  leur  caractère  d'invariance.  Sa  démonstra- 
tion est  fondée  sur  d'élégantes  propriétés  géométriques  de  celte  surface;  mais, 
en  raison  même  de  la  généralité  de  ces  théorèmes,  il  n'était  peut-être  pas  sans 
intérêt  d'eu  donner  une  démonstration  analytique. 

Journ.  de  Math.   (P>'  série),  lofiie  IV.  —  Fasc.  I,  1908.  2 
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correspond,  dans  le  plan  de  la  courbe  C,  le  point  de  coordonnées 
homogènes  X,  [j.,  v,  en  ce  sens  que  les  points  de  la  surface  situés  sur 
la  courbe  L  sont  définis  par  les  couples  de  points  (M,  M')  de  C  situés 
sur  une  sécante  variable  passant  par  le  point  (X,  ix,  v).  En  efTel,  la 
droite  qui  joint  les  couples  de  points  (M,  M')  enveloppe  une  courbe 
algébrique;  soil  p  la  classe  de  cette  courbe.  Evaluons,  en  fonction 
de  p,  le  nombre  de  points  d'intersection  de  L  avec  une  autre 
courbe  L'  du  système  canonique;  nous  avons  à  prendre  les  tangentes 
communes  à  deux  courbes  de  classe  p,  au  nombre  de  p-,  et  cliacune 
d'elles  coupe  C  en  quatre  points  que  Ton  peut  répartir  de  trois 
manières  en  deux  couples  (M,  M').  Dès  lors,  les  courbes  L,  L' de  la 
surface  se  coupent  en  3p-  points  et,  comme  le  degré  du  système  cano- 
nique est  égal  à  3,  on  a  nécessairement  p  ^  i  •  Ees  points  de  la  courbe  L 
répondent  donc  aux  couples  de  points  C  découpés  par  une  sécante  qui 
tourne  autour  d'un  point  fixe. 

Si  la  courbe  L  décrit  sur  la  surface  S  un  faisceau  linéaire,  son  point 
représentatif  (A,  u.,  v)  décrit  dans  le  plan  une  droite  1  :  aux  trois 
points-bases  du  faisceau  correspondent  les  trois  répartitions  en  deux 
couples  des  quatre  points  d'intersection  de  A  et  de  C.  Si  Ton  désigne 
par  Wy,  ('o,  vï'o  les  arguments  de  l'un  quelconque  des  trois  points-bases, 
les  coordonnées  a,  b,  c  de  la  droite  A 


aA  -\-  Ou.  -h  6'v  ==  o 


sont  proportionnelles  à 


^^  &(Wo,  ('o,  «'o),       ^-("o,  ^'o,  «'.),       -^  &(Wo,  ^'o,  «^o)- 


De  cette  correspondance  découle  le  théorème  suivant  : 

Toul  faisceau  linéaire  de  surfaces  adjoinles  à  la  suif  ace  S 
comprend  quatre  su/ faces  laiigentes  à  S;  à  chacune  des  trois 
répartitions  en  deux  couples  de  ces  quatre  surfaces  correspond 
un  point  bien  déterminé  m  parmi  les  trois  points  bases  du  fais- 
ceau. 
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9.  Nous  considérerons  enfin  deux  courl)es  de  la  surface  S  qui  sont 
liées  à  la  famille  des  courbes  tl;  l'une,  L„,  est  le  lieu  de  leur  [)oint 
double  a\  l'autre,  L^,  est  le  lieu  du  point  b  commun  à  toutes  les 
adjointes  passant  par  le  point  a. 

Ces  courbes  ont  une  représentation  simple  sur  le  plan  (A,  tj,,  v); 
considérons  une  tangente  variable  de  la  courbe  C  et  désignons  par  o 
le  point  de  contact  et  par  i,  2  les  autres  points  d'intersection;  d'après 
les  considérations  précédentes,  aux  couples  (0,1),  (0,2)  correspond 
le  point  double  a  et  aux  couples  (0,0),  (1,2)  correspond  le  point  b. 
La  courbe  L^  est  donc  définie  par  les  relations 

u  =  2G,  (ic), 

V  =  2Go(x), 


d'où  l'on  déduit  de  suite 


3'(W,  P,  W)     :3=  o, 


SI    -,    -,    -     1  =  0. 

2       2       2 


Quant  à  l'équation  de  la  courbe  L^,  elle  peut  s'obtenir  directement  de 
la  manière  suivante  :  soit 

T-,/  .        ^  d'^  ^2r  d"^ 

^    '    '      '  au        '    av  Ow 


l'équation  d'une  courbe  4^ à  point  double;  les  arguments  de  ce  point 
double  w,  P',  w  vérifient  les  équations  suivantes  : 


&(w, 

V,  w)  = 

=  0, 

F{u, 

P,w)  = 

=  0, 

â?J 

(?2t 

dS- 

du 

âv 

?!w 

OF 

ÔF    " 

dF  ' 

du 

dç 

àiv 
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OU,  en  développanl  les  liois  dernières  ('quations, 
A 


A 


du 

dr. 

-^^      dv 

dl^ 
dw 

d'-J: 
du' 

d^'b 
'    au  dv 

d'?j 
Ou  di\ 

'    du 

du  dv 

+  ^    dv-' 

dK^ 
dv  div 

+  ^   dv 

d'-Js 
du  dw 

dK:j 

div- 

d?; 

o, 


=  o, 


=  o, 


o. 


Ces  relalions  entraînent,  puisque  X,  a,  v,  p  ne  sont  pas  tous  nuls, 


d-'":: 

11  c- 

d'?^ 

d?j 

du' 

du  dv 

du  div 

du 

d'-?: 

d'^ 

d'?j 

d'r. 

du  dv 

dv' 

dv  div 

dv 

d'^X! 

d'-^^ 

d'?: 

d'b 

du  dw 

dv  dvv 

dw' 

dw 

d"^ 

d?: 

d^ 

du 


dv 


dw 


o 


o. 


Telle  est  l'équalion  de  la  courbe  C.  On  vérifie  aisément,  en  vertu 
de  la  relation  Si(w,  p,  u)  =  o,  que  cette  fonction  satisfait  aux  équations 
fonctionnelles  d'une  fonction  thêta  paire,  d'ordre  quatre,  de  caracté- 
risti(jnc  nulle  et  qu'elle  admet  pour  zéros  doubles  les  28  demi-périodes 
qui  annulent  2;. 


Définition  analytique  d'une  surface  S  d'ordre  six. 

10.  Avant  de  définir  la  surface  particulière  S(w,  c,  a)  qui  fait  l'ob- 
jet de  la  seconde  Partie  de  ce  travail,  il  convient  de  rappeler  quelques 
propriétés  des  fonctions  thêta  de  j^eure  trois.  Soit  un  Tableau  normal 
de  périodes  : 

•).rù^       o,  o,        a,      />,     f, 

o,        2  7r/,        o,        />,      d^      r', 

o,  o,        27ï/,      r,      r,      // ; 
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on  'Appelie  fond  ion  thêta  normale,  cV  ordre  m^  une  fonction  uniforme, 
entière,  de  w,  p,  w,  vérifiant  les  relations 

0(w  H-  271  i,  P,  w)  =  e^^'^'Q(u,  p,  a'), 

&(u,  i>  +  271?,  iv)  =  e^^'0(w,  p,  w^), 

©(/?,  r,  w  H-  27ii)  =  e^^'^'&(u^  r,  vv), 

// 
-/«« — fn  — 

@(u  -h  a,v  ■+-  h,  w  -+-  c)  =  e^-'^'  e  ^  Q{u,  ç,  w), 

d 
—mi>—m- 

&(i(  -+-  b,  V  -h  rt,  a-  +  v)  =  e'^'^'^'  e  -  0(w,  p,  w), 

— /niv— ;n- 

0(w  -h  c,  p  4-  t^,  «•  4-  /f)  =  6'""'»"'  e  ^  0(«,  t^,  «'), 

£,,  £2,  £3,  Y],,  Y]2,  rj3  désignant  o  ou  i .  L'ensemble  des  six  nombres 

£,,         £0,         £3, 

T^M     Y],,     r]3 

est  dit  la  caractéristique  de  la  fonction  thêta;  la  caractéristique  est 
dite  nulle  si  les  six  nombres  sont  nuls. 

D'après  cela,  pour  tout  ordre  m,  il  y  a  64  caractéristiques  diffé- 
rentes, c'est-à-dire  64  systèmes  de  fonctions  thêta  normales;  en  parti- 
culier, il  y  a  G4  fonctions  thêta  normales  d'ordre  un^  2r(w,  c,  w).  Parmi 
ces  fonctions,  3G  sont  paires  et  28  sont  impaires;  chacune  s'annule 
pour  28  demi-périodes,  c'est-à-dire  pour  28  systèmes  de  valeurs  de  w, 
p,  w  compris  dans  les  formules 

,      .  a  b  c 

u=^l'izi    -+- p — ha — h /•-) 

b  d  e 

ç  z=  niTzi  -\-  p — \-  g  — h  r-j 
'2       ^2  2 

c  e  h 

w  =  riT^i   -h  p  — h  <7  — h  r — 

^2        -^2  2 

(/,  m,  n,  p,  q,  j-  =  o  ou    i). 
M.  Humboit  a  fait  connaître  un  algorithme  qui  établit  un  lien  entre 
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les  64  fonctions  2:  et  les  demi-périodes  qui  annulent  chacune  d'elles. 
Nous  en  ferons  un  fréquent  usage  dans  la  suite. 

Soient  a,  ^,  y,  0;  a',  [3',  y',  0';  a",  p",  y",  ù"  trois  séries  de  quatre 
caractères;  les  64  symboles  a  a' a"  représenteront  les  64  fonctions  thêta 
normales  d'ordre  un  et  les  64  symboles  (a a' a")  représenteront  les 
64  demi-périodes,  de  telle  sorte  : 

i*'  Que  les  28  demi-périodes  annulant  la  fonction  a  a' a"  soient  repré- 
sentées par  les  symboles  (pp'p"),  où  les  caractères  a,  a',  a"  figurent 
au  total  un  nombre  impair  de  fois; 

2°  Que  les  28  fonctions  qui  s'annulent  pour  la  demi-période  (xx  x") 
soient  également  représentées  par  les  symboles  pp' p" -,  où  les  carac- 
tères a,  a',  a"  figurent,  au  total,  un  nombre  impair  de  fois. 

L'algorithme  jouit  des  propriétés  suivantes  : 

Considérons  le  produit  de  fonctions  tlicta  normales,  d'ordre  un,  en 
nombre  pair,  telles  que  aa'a",  [3(3'^",  ...;  écrivons  à  la  suite  les  uns 
des  autres  les  caractères  qui  entrent  dans  les  symboles  de  ces  fonctions 
et  traitons  cette  expression  comme  un  produit  algébrique;  elle  sera  de 
la  forme 

a'^P*fS'"a'^'...a"'^"...o'"«". 

Si  les  exposants  /i,  /r,  /,  m  sont  entre  eux  de  même  parité,  ainsi  que  les 
exposants  /?/,  /c',  /',  m'  et  les  exposants  /i".  A",  /",  /?»",  le  produit  des 
fonctions  thêta  considérées  (produit  qui  est  évidemment  une  fonction 
thêta  normale)  aura  sa  caractéristique  nulle. 

De  plus,  si  la  somme  h  -}-  li'  -t-  h"  est  paire,  ce  produit  sera  une  fonc- 
tion paire  de  m,  p,  w. 

11.  Pour  définir  la  surface  S,  on  considère  les  fonctions  0(m,(',  w) 
normales,  de  caractéristique  nulle,  du  second  ordre  et  paires;  elles  sont 
au  nombre  de  huit  linéairement  indépendantes,  parmi  lesquelles  2r-,  en 
désignant  par  S(w,  p,  «')  =  o  la  relation  fondamentale  que  n^  t',  w  sont 
toujours  supposés  vérifier.  On  peut  donc  déterminer  quatre  fonc- 
tions 0(m,  p,  tv)non  identiquement  nulles,  linéairement  indépendantes 
et  s'annulant  [nécessairement  à  l'ordre  deux  (')J  pour  trois  demi- 
périodes  p  arbitrairement  choisies. 

(')  Supposons,  en  efl'et,  que  celte  demi-période  /v  soit  u  ^z  o,   rr=o.   n- =:  o  ; 
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Ceci  pose,  la  surface  S(u,  v,\^')  esl  délinic  paramétriqucmcnt  par 
les  équations 

Xi  =  @i(u,  r,  w)         {i  =  i,'2,  3,  /[). 

Les  trois  demi-périodes  p  seront  choisies  parmi  celles  qui  annulent  j  ; 
mais  on  reconnaît  par  l'algorithme  qu'il  existe  deux  types  distincts  de 
groupes  de  trois  demi-périodes  :  dans  le  premier  cas,  elles  annulent 
toutes  trois  six  fonctions  thêta  du  premier  ordre;  dans  le  second  cas, 
elles  en  annulent  quatre.  Nous  examinerons  exclusivement  le  premier 
cas  qui  conduit  à  des  résultats  beaucoup  plus  symétriques.  Pour  fixer 
les  idées,  les  trois  demi-périodes  seront  désignées  par  les  symboles 


(a  a' a") 

ou 

POL, 

(aa'|3") 

ou 

p?^ 

(aa'y'O 

ou 

Py 

et  l'équation  fondamentale  xj(u,  p,  w)  sera  notée  a  ^'B"  ou  pour  abréger 
simplement  par  £7. 

12.   Le  degré  de  la  surface  esl  égal  au  nombre  des  solutions  non 
fixes  communes  aux  trois  équations 

2r(w,  r,  a-)  =:  o, 
<7,0,  -h  «200  H-  «:i0.T  H-  «-.0/,  =  o, 
h,  0,  +  b,  &,  -f-  h,  &,  4-  b,  0,,  =  o, 

les  a  et  b  étant  des  constantes  arbitraires.  D'après  le  théorème  de 
M.  Poincaré,  ces  trois  équations  ont  6x2x2x1  =  24  solutions 
communes,  parmi  lesquelles  figurent  les  trois  demi-périodes  pr^,  yOp,  p^ 
qui  comptent  chacune  pour  quatre  solutions.  Les  autres  solutions,  au 
nombre  de  24  —  12  ==  12,  sont  deux  à  deux  égales  et  de  signe  contraire, 
en  sorte  qu'il  ne  leur  correspond  cjue  ^12  =  6  points  sur  la  surface  S. 

La  surface  S  esl  donc  du  sixième  ordre. 

les  fondions  étant  paires,  si  le  point  p  est  un  zéro,  il  est  nécessairement  un 
zéro  double. 
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15.  Aux  28  demi-périodes  qui  annulent  !^  correspondent  sur  la  sur- 
face des  lignes  et  des  points  remarquables. 

Aux  trois  demi-périodes  annulant  à  la  fois  2r  et  les  quatre  fonctions  0, 
correspondent  trois  unicursales  singulières,  lesquelles  sont  des  co- 
niques, puisque  /?,<,  yOp,  py  sont  des  zéros  doubles  pour  les  fonctions  0,. 

Aux  25  autres  demi-périodes  annulant  2r  et  non  les  0,  répondent  sur 
la  surface  S  vingt-cinq  points  doubles  :  supposons,  en  cfTel,  que  l'une 
des  demi-périodes  soit  «  =  c  =  u-  =  0;  les  fonctions  0/  ne  s'annulant 
pas  pour  u=iV  =  \.y  =  o  et  étant  paires,  on  aura,  aux  environs  de 
M  =  o,  p  =  o,  iV  =^  o, 

0.=  a,  +  (A,- W--1-  B,c^  +  (],a--h  D,wr  h-  E,ra-  -+-  F,«"M)-f-. .., 

d'où  l'on  conclut  aisément  qu'une  droite  menée  par  le  point  u  =  o, 
ç  =  o,  «=0  de  la  surface  S  a,  avec  celle-ci,  deux  intersections  con- 
fondues au  point  considéré. 


Courbe  double  de  la  surface  S. 

I  i.  Les  surfaces  adjointes  à  S  sont  des  quadriques  dépendant  de 
deux  paramètres  :  la  surface  possède  donc  nécessairement  une  courbe 
ou  des  points  multiples.  Ce  sont  ces  courbes  que  nous  étudierons  tout 
d'abord. 

II  a  été  établi  que  la  courbe  mobile  d'intersection  de  la  surface  S 
par  une  adjointe  a  pour  équation 

1-./  ,        -  dS"  d^  à'^ 

La  fonction  F  ne  s'annule,  en  général,  pour  aucune  demi-période, 
mais  on  peut  disposer  des  paramètres-»  ->  de  manière  qu'elle  s'an- 
nule pour  deux  demi-périodes  /;,,  /?,  cboisics  par  exemple  ])armi 
celles  qui  annulent  S;.  Dans  ce  cas,  cbacunc  d'elles  est  pour  la  fonc- 
tion V  un  zéro  double.  Sup[)osons,  en  ell'el,  pour  fixer  les  idées,  que  ^< 
désigne  la  période  u  =  o,  c  =  o,  w  =  o,  ce  qui  inq)li([uc  (jue  la  fonc- 
tion ^7  est  iinj)air('  :  il  li'snllc  de  là  (|uc  F  est  une  fonction  paire  et  ne 
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peut  s'annuler  pour/^,  qu'à  l'ordre  deux.  Nous  désignerons 

Par  Fa  la  fonction  F  qui  s'annule  pour  yyp  et  p^, 
»     Fp  »  »  p,^  et  p.,, 

))       F^  »  »  Pa    et   /Jp. 

Ceci  posé,  les  produits  Fq^F^,  Fj^Fy,  FvF,^  satisfont  [lorscju'on  suppose 
«,  r,  vv  liés  par  la  relation  £r(w,  r,  u)  =  o]  aux  mêmes  relations  fonc- 
tionnelles que  les  fonctions  ©,  et  nous  pouvons  dès  lors  prendre  pour 
fonctions  coordonnées 

X,  =  FpFy, 

or  —  F  F 

X,^  =  0.i(w,  P,  if). 

lo.  Considérons  le  plan  variable  x'j  +  px.,  =  o  :  il  coupe  la  surface 
suivant  la  courbe  fixe  F2,=  o  et  suivant  la  courbe  variable  Fp-f-  pFy=o. 
Or,  cette  dernière  fonction  est,  sur  la  surface  S,  une  fonction  thêta 
d'ordre  u/t  s'annulant  au  second  ordre  pour  la  demi-période  ^0^»  d'où 
l'on  déduit  que  le  degré  de  la  courbe  est  égal  à 

^(6  X  2  X  i  XI  —  2  X  2)  =  4. 

Il  en  résulte  nécessairement  que  la  droite  D^^,  commune  aux  plans 
a?3  +  px.,  =  o,  est  une  droite  double  de  la  surface.  11  en  serait  de  même 
pour  les  droites  x.^  =0,  x^  =  o  et  ;r,  =  0,  x.,  =  o;  ces  trois  droites 
doubles  passent  toutes  trois  par  le  sommet  x-,  =  x.y  =  x.i  =  o  du  té- 
traèdre de  référence. 

Donc,  la  surface  S  possède  trois  droites  doubles  D^j,  Dp,  D^  con- 
courantes; leur  point  de  concours  est  un  point  triple  de  la  suif  ace. 

Les  coniques  singulières  répondant  aux  demi-périodes  p^,  pp,  p^ 
sont  situées  respectivement  dans  les  faces  du  trièdre  formé  par  les 
droites  doubles.  En  efï'et,  l'équation  du  plan  de  la  conique  p^. 

a, 07,  ^-  a^x.,  -h  <7:,,r.,  -h  a^x^  =  ^aiu.,  p,  w)  =  o 

Journ.  de  Math.  (6»  série),  lonie  IV.   —  Fasc.  I,   190S.  3 
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s'obtient  en  déterminant  les  constantes  —S  —  >  —S  de  manière  que  la 

«4         «4         «4 

fonction  ©^  admette  />«  comme  zéro  d'ordre  de  multiplicité  supérieur  à 
deux.  Dès  lors 

16.  Il  est  intéressant  de  préciser  la  représentation  analytique  des 
points  multiples  de  la  surface.  Considérons  un  plan  arbitraire 

b^x^  -h  b.,.jc.,  -t-  />:jX-.,  4-  b,,.i\  =  0(w,  r,  w)  =  o 

et  clierclions  son  point  d'intersection  avec  la  droite  double  Dr^.  Les 
fonctions  'b,  F.^,  0  ont,  en  dehors  dos  demi-périodes  ^p,  p^, 

(6X1X1X2  — 2x2x2)  =  4 

solutions  communes,  deux  à  deux  égales  et  de  signe  contraire.  Ces 
deux  systèmes  de  valeurs  des  arguments 

(±u',  ±  v',  ±  w'),      (  ±1  U%  ±  ç",  ±  U-") 

définissent  le  même   point  de    la   droite   double,   considéré    comme 
appartenant  à  l'une  ou  à  l'autre  nappe  de  la  surface. 

On  obtient  le  point  triple  en  considérant  les  solutions  communes 
aux  équations  &  =  o,  Fp  =  o,  F^  =  o  ;  en  dehors  de  la  demi-période  p^^, 
elles  ont  (GxiXiXi  —  2x2)^2  solutions  communes;  désignons- 
les  par  (±w^,  ±  i a?  =tv\-gt);  soient  de  même  (±  ?/p,  ±  rp,  ±  ^vp) 
et  (dz/^y,  ±  t-j,,  ±  Wy)  les  solutions  communes  respectivement  aux 
équations  ^  =  0,  Fy=o,  F^^^o  et  aux  équations  ,r  =  o,  F^^o, 
Fp=:o.  Ces  trois  systèmes  de  valeurs  des  paramètres  définissent  les 
trois  nappes  de  la  surface  qui  se  coupent  an  point  triple. 

17.  Les  quadriques  adjointes  à  la  surface  S  sont  nécessairement 
des  cônes  du  second  ordre  ayant  pour  sommet  le  point  triple  et  con- 
tenant les  trois  droites  doubles.  P^dectivement  la  fonction 

est,  sur  la  surface,  une  fonction  thêta  d'ordre  (juatre,  de  caractéristique 
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nulle,  paire  et  s'annulaiiL  à  rordie  (jiialre  pour  les  trois  demi-périodes 
/^a?  P[ii  P-ci  ce  qui  prouve  qu'elle  représente  l'intersection  complète  de 
la  surface  S  par  une  quadrique. 

En  cflet,  il  existe  — '■ —  =  36  fonctions  thêta  paires,  d'ordre  quatre, 

de  caractéristique  nulle,  linéairement  distinctes;  il    faut  en  déduire 

les  — —  =  i4  produits  de  Sr  par  une  fonction  thêta,  d'ordre  trois,  de 

même  parité  et  de  même  caractéristique  que  2r.  Parmi  ces  fonctions 
on  peut  donc  en  former  30  —\\—  3  x  4  ^  10  qui  s'annulent  à  l'ordre 
quatre  pour  les  trois  demi-périodes.  C'est  précisément  le  nombre  des 
termes  du  polynôme  homogène  du  second  degré  en  j;,,  Xo,  x'.,,  x,,. 
Donc  une  telle  fonction  peut  s'exprimer  par  un  polynôme  homogène 
du  second  degré  en  .r,,  x.,^  ,x-.,,  x.,. 

18.  Deux  cônes  adjoints  quelconques  se  coupent,  en  dehors  des 
droites  doubles,  suivant  une  droite  D  passant  par  le  point  triple;  et 
ceci  précise  la  correspondance  entre  la  courbe  plane  C  du  quatrième 
ordre  et  la  surface  considérée  S.  Aux  trois  répartitions  en  deux 
couples  des  quatre  points  d'intersection  de  G  avec  une  droite  A 
répondent  trois  points  de  la  surface  en  ligne  droite  avec  le  point 
triple.  A  toute  droite  A  du  plan  de  la  courbe  G  correspond  ainsi  une 
droite  D  de  l'espace  menée  par  le  point  triple  et  réciproquement. 

La  courbe  T^,„  lieu  géométrique  des  points  de  contact  des  surfaces 
adjointes  tangentes  à  S  (n°  9),  est,  dans  le  cas  actuel,  la  courbe  de  con- 
tact du  cône  circonscrit  à  S  et  ayant  le  point  triple  pour  sommet.  La 
oourbe  L^  est  l'intersection  résiduelle  de  ce  cône  par  la  surface. 

Ge  cône  circonscrit  est,  comme  le  montre  aisément  la  Géométrie 
analytique,  un  cône  d'ordre  dix-huit  admettant  les  droites  D  comme 
droites  multiples  d'ordre  huit.  Il  existe  une  correspondance  univoque 
entre  les  génératrices  de  ce  cône  et  les  tangentes  à  la  courbe  fonda- 
mentale G. 

Sur  les  courbes  définies  par  les  fonctions  thêta  du  premier  ordre. 

19.  Les  63  fonctions  thêta  du  premier  ordre  autres  que  £r  =  o 
définissent  sur  S  des  courbes  intéressantes;  leur  étude  se  fait  aisément 
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au  moyen  de  ralgoritlime  du  n°  10  et  elle  nous  conduira  à  une  défini- 
tion et  à  une  génération  géométriques  de  la  surface  S. 

Chacune  de  ces  courbes  est  de  genre  un;  en  efFet,  toute  fonction 
normale  du  premier  ordre  ^,^  se  déduit  de  &  (à  un  facteur  exponentiel 
près)  en  augmentant  u,  v,  cv  d'une  demi-période  et,  par  suite,  aux 
points  de  la  courbe  2?,^=  o  sur  la  surface  correspondent  sur  la  courbe 
plane  C  les  couples  (./;,,  Xo),  (x\,  x'^)  vérifiant  les  relations 

G.(.r.)-f-G,(.r,)==G,(.r;)  +  G,(.r;)+^, 
G,{x,)-\-  G,(x,)  =  G, (.//,)  +  G,r.rl)  -h  î^> 
G,(.r,)+  G:^(x.,)  =  G^(x\)  -h  G^(x[,)  -h  ^' 

Désignons  par  x^,  .r,  les  deux  points  de  C  en  ligne  droite  avec 
x\,  x', ;  les  équations  précédentes  s'écrivent  : 

i:jG,{-^j)=  '^      (/  =  i,2, 3,4), 


ZjG,{^,)=i 


3 
2 


<r,,  <i\,  'A\,  étant  une  période;  ces  relations  établissent  que  les  cpiatre 
points  X',,  .x'2,  x'a,  x,  sont  les  points  de  contact  de  la  courbe  G  avec 
une  conique  (juadritangente.  (Chacune  des  courbes  ^^  =  <•  correspond 
donc,  point  par  tangente,  à  l'enveloppe  des  droites  joignant  deux  à 
deux,  sur  C,  les  (juatre  points  de  contact  des  coni(|ues  inscrites  d'un 
même  système.  Or  ces  droites  enveloppent,  ainsi  qu'il  est  connu,  une 
courbe  générale  de  troisième  classe  et  de  genre  un.  Les  coiirhcs  Z/,  =  o 
de  la  surface  S  sont  donc  de  genre  un  (*). 

Il  convient  de  distinguer  les  63   fonctions  S:  eu  quatre  groupes, 


(')  Celle   fUmonslralion,  due   à  M.  lliiinberl   {Jonriial  de  Maihémaliijuca, 
1896),  a  été  reproduile  ici  pour  la  clarté  de  l'exposilion. 
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suivant  qu'elles  s'annulent  pour  3,  •>.,  i  ou  o  des  trois  demi-périodes 
P%-  Piii  Py-  Nous  examinerons  successivement  ces  difTcrents  cas. 

Plans  tangents  singuliers  de  la  surface  S. 

20.  D'après  le  choix  des  périodes  p^,  p^,  py,  il  existe,  en  dehors 
de  3^,  cinq  fonctions  thêta  du  premier  ordre  s'annulant  pour  ces  trois 
demi-périodes.  Elles  répondent  aux  symboles  suivants  : 


ay'  0" 

ou 

2^,, 

aâ'  S" 

ou 

pa'S" 

on 

2^., 

ya  o' 

ou 

^,n 

on 

La  courbe  ^.  =  o  est  de  decre :=  d  ;  c  est  une 

courbe  plane,  car  la  fonction  (r,)'  peut  s'exprimer  par  une  com- 
binaison linéaire  et  homogène  de  x,,  Xj,  i.,,  .r^  ;  et  le  plan  de  cette 
cubique  est  tangent  à  la  surface  tout  le  long  de  cette  courbe.  Enlin  la 
cubique  n'a  pas  de  point  double,  puisqu'elle  est  de  genre  un. 

La  surface  S  admet  donc  cinq  plans  tangents  singuliers  le  long 
d'une  cubique. 

2J.  L'algoritlune  permet  d'étudier  simplement  la  répartition  des 
vingt-cinq  points  doubles  par  rapport  aux  cinq  plans  tangents  singu- 
liers P,,  P^,,  ...,  P-.  Les  vingt-cinq  points  doubles  comprennent  les 
dix  sommets  du  pentaiidre  formé  par  les  cinq  plans.  En  outre, 
chaque  plan  taugent  singulier  contient  trois  points  doubles.  Ainsi,  le 
plan  P,  noté  ay'o"  contient  les  trois  points  doubles 

(ao'a"),      (ao'fl"),      (ao'y"). 

Ces  points  seront  dénommés  A.^  , ,  Ap  , ,  Ay  , ,  l'un  des  indices  se  rappor- 
tant aux  plans  P,,  l'autre  aux  demi-périodes  p^.,  ^p,  p^  ou  encore  aux 
droites  doubles  D,^,  D^,,  D^.  1 1  en  serait  de  môme  pour  les  autres  plans P<. 
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Enfin,  en  dehors  de  ces  points  singuliers  pour  lesquels  les  tangentes 
à  S  forment  un  cône  proprement  dit,  chaque  plan  P,  contient  trois 
autres  points  douhles  qui  sont  les  traces  des  droites  doubles.  Ces 
points  sont  nécessairement  des  points-pince. 


Quadriques  circonscrites  à  la  surface  S. 

22.  A  toute  fonction  z  qui  s'aimulc  pour  deux  des  demi-périodes 
P%j  Pli:  Py  correspond  une  courbe  gauche,  d'ordre 

6X1X1X2  —  2X2  , 
2 =  4 

et  de  genre  un,  c'est-à-dire  une  biquadratique. 

Le  long  de  celte  courbe  on  peut  circonscrire  à  la  surface  S  une 
quadrique  ([ui  la  coupe  en  outre  suivant  deux  des  droites  doubles; 
car,  si  la  fonction  £:  s'annule  pour  ^^  et  py,  on  établit,  d'après  un 
raisonnement  déjà  employé,  que  l'équation 

représente  l'inlerscction  complète  de  S  par  une  quadri(|ue. 

l']n  vertu  de  ralgorithme,  il  existe  dix-huit  fonctions  de  ce  type; 
parmi  elles  les  frais  fonctions 


ap'a" 

ou 

Q., 

a[3'|3" 

ou 

<.>P> 

aP'Y" 

ou 

Qy 

jouent  un  rôle  particulier. 

La  biquadratique  Q^=::  o  ne  contient  aucun  des  sommets  du  pen- 
taèdre,  et  elle  passe  par  les  dix  points  doubles 

Ap,„     ...,         et        A^.,-,     ...,         (/=  I,  2,  3,4,  5). 

On  peut  en  déduire  une  conséquence  géométri(pie  intéressante  :  la 
bi(piadrati(pic  Qa=^  o  perce  le  plan  P,  aux  deux  points  doubles  Ap,-, 
Ay  ,;  d'ailleurs,  elle  ne  saurait  passer  parla  trace  des  droites  doubles  D 
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sur  le  plan  l\,  car,  en  raison  du  rôle  symétrique  joué  par  les  plans  P, 
elle  passerait  de  môme  par  les  traces  de  D  sur  les  quatre  autres 
plans  P.  l^llc  est  donc  nécessairement  tangente  au  plan  P  en  un  point 
simple  de  la  surface,  et  la  quadrique  Q^,  circonscrite  à  la  surface  S  le 
long-  de  la  biquadratique,  est  tangente  au  plan  P^  en  ce  point. 

En  résumé,  la  quadrique  Q^  contient  les  droites  Dp,  D^  et  elle  est 
tangente  aux  cinq  plans  P,.  11  existe  donc  trois  quadriques  Q^,  Qp,  0„ 
(n'appartenant  pas  à  un  même  faisceau)  tangentes  aux  cinq  plans  P, 
et  aux  plans  du  trièdre  formé  par  les  droites  doubles;  en  d'autres 
termes  : 

Les  cinq  plans  tangents  singuliers  forment  avec  les  plans  du 
trièdre  des  droites  doubles  un  groupe  de  huit  plans  de  Lamé. 

D'ailleurs,  ces  buit  plans  ne  sont  soumis  à  aucune  autre  condition; 
ils  déterminent,  en  elïel,  sans  ambiguïté,  la  surface  S  (').  Or  un 
groupe  de  Lamé  dépend  de  vingt  et  un  paramètres,  soit,  au  point  de 
vue  projectif,  six  paramètres;  c'est  précisément  le  nombre  des  modules 
dont  dépend  la  représentation  paramétrique  par  les  fonctions  abé- 
liennes. 

Définition  géométrique  de  la  surface  S. 

25.  La  surface  du  sixième  ordre  S(w,  c,  cv)  qui  a  été  définie  analy- 
tiquement  possède  trois  droites  doubles  concourantes  et  cinq  plans 
tangents  singulieis  :  ces  propriétés  sont  caractéristiques. 

Soit,  en  effet,  une  surface  du  sixième  ordre  2  jouissant  de  ces  pro- 
priétés; désignons  par  P,,  . . . ,  Pj  ses  plans  tangents  singuliers  et  par 
Ha,  Ilp,  lly  les  faces  du  trièdre  des  droites  doubles,  et  considérons  le 
plan  n^  qui  forme,  avec  les  sept  plans  P,,  Pg,  ...,  Pj,  Ha  et  ITp  un 
groupe  de  Lamé. 

Les  huit  plans  P,,  P.,  ...,  P^,  ll^,,  IIp,  11^  déterminent  sans  ambi- 

(')  Les  cubiques  de  contact  de  chaque  plan  singulier  doivent  passer,  en  edet, 
par  les  six  sommets  du  quadrilatère  complet  découpé  dans  ce  plan  par  les 
quatre  autres  plans  singuliers,  par  les  traces  des  droiles  doubles  et  par  les 
points  de  contact  des  quadriques  Q^,  Qa,  Qy. 


24 


REMY. 


guïté  une  surface  S(w,  p,  w)  définie  au  moyeu  des  i'ouclious  abé- 
liennes  4>(m,  v,  w).  Je  dis  que  S  coïncide  avec  S  et,  par  suite,  TL'y 
avec  ïly. 

Les  coniques  C.^.  T^  suivant  lesquelles  le  plan  IT,^  coupe  les  surfaces  S 
et  2,  en  dehors  des  droites  doubles,  coïncident,  puisqu'elles  sont  tan- 
gentes toutes  deux  aux  traces  des  cinq  plans  P, ,  . . . ,  P5,  et  il  en  est  de 
même  pour  les  coniques  Cp,  Fp  situées  dans  le  plan  Op.  D'autre  part, 
chacun  des  plans  P,  coupe  les  surfaces  S  et  Z  suivant  deux  cubiques  C/, 
Y,-,  lesquelles  ont  neuf  points  communs,  savoir  :  six  sommets  du  pen- 
taèdre,  la  trace  de  la  droite  double  D^,  intersection  des  plans  II^^,  IIp, 
et  les  points  de  contact  des  coniques  situés  dans  les  plans  11^  et  IIp. 
Admettons  provisoirement  que  ces  neuf  points  ne  forment  pas  la  base 
d'un  faisceau  de  cubiques;  dès  lors,  les  cubiques  c,  et  y/  coïncident  et 
l'on  en  déduit  que  les  surfaces  S  et  2  sont  confondues. 

Pour  établir  que  les  neuf  points  ne  sont  pas  la  base  d'un  faisceau  de 
cubiques,  il  suffit  de  remarquer  que,  dans  cette  hypothèse,  dès  que 
les  six  plans  P,,  ...,  Pg,  11^  seraient  donnés,  ainsi  que  la  droite 
double  Dy,  le  plan  IIp  serait  parfaitemeni  déterminé,  devant  passer 
par  le  neuvième  point  base  du  faisceau;  or  nous  avons  vu  plus  haut 
que  les  sept  plans  P,,  P^,  ... ,  P3,  IT^,  ITp  peuveni  être  pris  arbitrai- 
rement, c.  Q.  F.  D. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Toute  surface  du  sixième  ordre  qui  possède  trois  droites  doubles 
concourantes  et  cinq  plans  tan<^ents  singuliers  est  une  surface 
S(w,  r,  w),  c'est-à-diie  quelle  peut  être  associée  à  une  courbe 
plane  C  d'oindre  quatre  de  telle  façon  qu'à  un  point  de  la  surface 
correspondent  deux  couples  de  points  de  C  situés  en  ligne  droite 
et  réciproquement . 

Les  cinq  plans  tangents  singuliers  et  les  plans  du  frièdre  des 
trois  droites  doubles  forment  nécessairement  un  groupe  de  huit 
plans  de  LiUmé. 

24.  Nous  présenterons  une  dernière  remanjuc  relative  aux  bi(pia- 
dratlques  Q^,  Qp,  Q^  et  qui  conduit  à  une  forme  simple  de  l'équation 
de  la  surface.  (  lousidérons  le  produit  des  ({uatre  fonctions  Q3,,  Qp,  Q^,  S: 
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dont  les  symboles  sont  respectivement 

afi'a",      a^'p",      afJ'y",      a^'o". 

En  vertu  de  l'algorithme,  c'est  une  fonction  tlicta  impaire  de  carac- 
téristique nulle;  dès  lors  le  produit  Q.^Qpf)^  est  une  fonction  thêta 
d'ordre  trois,  de  même  caractéristique  que  &,  mais  de  parité  contraire. 
D'après  un  théorème  général  qui  sera  établi  plus  loin,  une  telle  fonc- 
tion définit  l'intersection  de  S  par  une  surface  adjointe  d'ordre 
trois  S3. 

De  même  que  les  quadriques  Q.^,  Qp,  Qy,  la  surface  cubique  S^  est 
parfaitement  déterminée  dès  que  l'on  se  donne  les  huit  plans  P  et  H, 
car  elle  contient  les  droites  doubles  D  et  les  quinze  points  de  contact 
des  quadriques  Q^,  Qp,  Q^  avec  les  cinq  plans  P^-.  Désignons  par  les 
mêmes  lettres  Q^,  ...  les  premiers  membres  des  équations  carté- 
siennes de  ces  surfaces. 

Il  résulte  des  considérations  précédentes  que  l'équation  de  la  sur- 
face S  est  de  la  forme 

Génération  géométrique  de  la  surface  S. 

25.  En  dehors  des  trois  quadriques  Q.^,  Qp,  Q^,  il  en  existe  quinze 
autres  également  tangentes  à  la  surface  le  long  d'une  biquadratique  et 
passant  par  deux  des  droites  doubles;  leur  étude  conduit  à  une  géné- 
ration géométrique  de  la  surface  S. 

Ces  quadriques  peuvent  être  dénommées  Q^,,,  Qp,/,  Qy,/,  les  indices 
a,  ^,y  correspondant  aux  droites  doubles  et  les  indices  i(i=:  i,  2,3,4,  5) 
aux  plans  singuliers  P,;  si  pp'o"  est  le  symbole  de  la  fonction  2r  qui 
définit  le  plan  P^,  la  biquadratique  Q^,,  est  définie  par  l'équation 

On  reconnaît  aisément  au  moyen  de  l'algorithme  que  la  biquadra- 
tique Qa.n  P^i'  exemple,  passe  par  les  quatre  sommets  du  tétraèdre  P^, 
Pj,  P^,  P^,  rencontre  en  outre  ces  plans  aux  points  doubles  A^  .,,  A,;  3, 

Journ.  de  Matlt.  (6"  série),  tome  IV.  —  Fasc.  I,  1908.  4 
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Aa,n  ^a,5  et  qu'elle  passe  enlin  par  les  deux  points  doubles  A^  , ,  Ay_, 
situés  dans  le  plan  P,. 

26.  On  peut  considérer  le  plan  [\  et  la  quadrique  Q^,/  comme 
formant  une  surface  cubique  dégénérée  circonscrite  à  la  surface  S. 
Nous  nous  proposons  de  démontrer  que  les  cinq  surfaces 

(PôQa./)  (/=i,2,3,4,5) 

appartiennent  aune  famille  de  surfaces  cubiques  inscrites  à  la  surface  S. 
A    cet   effet,    remarquons    que    le    produit   des   quatre    fonctions 
P,,  Qa,i5  P2?  Qa,2  dont  les  symboles  sont  respectivement 

ay'o",      ay'a",      ao'§",      ao'a" 

est  une  fonction  paire  et  de  caractéristique  nulle;  de  plus  il  admet 
les  demi-périodes  /?p,  p^  comme  zéros  d'ordre  quatre  et  p^  comme 
zéro  d'ordre  deux.  D'autre  part,  le  produit  FpF^  est,  sur  la  surface, 
une  fonction  tliéla,  paire,  d'ordre  deux  et  de  caractéristique  nulle, 
admettant  /j.^  comme  zéro  d'ordre  quatre  et  />p,  p^  comme  zéros 
d'ordre  deux.  On  en  déduit  par  un  raisonnement  employé  déjà  à 
plusieurs  reprises  que  l'équation 


P,Q«,.P.Q«..FpF,= 


o 


représente  l'intersection  complète  de  la  surface  S  par  une  surface 
cubique  T.,  et,  par  suite,  que  l'équation  de  la  surface  S  est  de  la  forme 

(^)  S  =  (P,Q«,0(P.Q«..)-T^  =  o, 

en  désignant  par  \\  =  o,  ...,  T.,  =  o  les  équations  cartésiennes  des 
surfaces  correspondantes. 

Celle  équation  met  en  évidence  que  la  sur/ace  S  est  l'enveloppe 
de  la  famille  de  surfaces  cubiques 

(a)  2:«=  p^(P,  Qa.O  +  2?T3  +  (P.  Qa,.)  =  O, 

p  désignant  un  paramètre  variable.  Il  existe  trois  familles  analogues 

^x)  ^[ii  ^Y- 
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La  famille  des  surfaces  cubiques  inscrites  Zy^  comprend  comme 
dég^énérescences  les  cinq  surfaces  formées  respectivement  du  plan  P, 
et  de  la  quadrique  Qa,/- 

L'équation  abélienne  de  la  courbe  de  contact  de  la  surface  2^  est 

27.  De  l'équation  (E)  on  peut  déduire  des  conséquences  géomé- 
triques. La  surface  T.,  contient  les  droites  doubles  Dp,  D.^,,  mais  non 
la  droite  D^^;  elle  coupe  donc  celle-ci  en  deux  points  /?)  et  n  en  dehors 
du  point  triple  de  la  surface  S.  D'après  l'équation  (K)  ces  points  m, 
n  coïncident  avec  les  points  d'intersection  de  D.^  avec  les  plans  P,,  P^ 
et  les  quadriques  Qa.i,  Qa,2i  d'après  des  considérations  de  symétrie, 
l'un  de  ces  points  appartient  à  P,  et  Q^ ,  et  l'autre  à  P^  et  Qa.o. 

Ceci  posé,  soit  Z^une  surface  cubique  quelconque  de  la  famille  (a); 
l'équation  de  la  surface  S  peut  se  mettre  sous  la  forme 

S^(P,Q«,,)S«-T-  =  o. 

La  surface  cubique  Tj  rencontre  la  droite  D.^  au  point  triple,  au 
point  m  et  en  un  troisième  point  s.  Il  résulte  de  l'identité  précédente 
que  la  surface  S^  a  un  point  double  en  s. 

En  résumé,  la  surface  cubique  variable  2^  est  définie  par  les  condi- 
tions suivantes  :  elle  contient  les  droites  Dp,  D^,  elle  passe  par  les  dix 
sommets  du  pentaèdre  PiPo.-.Ps  (car  chacune  des  surfaces  décom- 
posées P/Qo(,/  passe  par  ces  dix  sommets);  enlin,  elle  possède  un  point 
double  situé  sur  la  droite  D^.  Bien  qu'assujettie  à  dix-neuf  conditions, 
elle  dépend  d'un  paramètre,  ce  qui  constitue  un  théorème  : 

Etant  donnés  huit  pians  de  Lamé  P, ,  . . . ,  P^,  11^,  ITp.  Ily,  it  existe 
une  surface  cubique,  passant  par  Les  dix  sommets  du  pentaèdre 
P,,  ...,  Pj,  contenant  deux  des  arêtes  du  trièdre  IL^,  IIp,  IL  ^t 
admettant  pour  point  double  un  point  quelconque  s  de  la  troisième 
arête  D  ;  quand  le  point  s  décrit  cette  arête,  la  surface  cubique 
enveloppe  la  suif  ace  du  sixième  ordre  S  déterminée  par  le  groupe 
de  Lamé.  Cette  surface  admet  trois  générations  analogues. 

28.  Ce  théorème  conduit  à  une  forme  élégante  de  Téquation  de  la 
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surface  S.  Remarquons  que  la  donnée  des  huit  plans  P,,  . . . ,  P^,  IL^, 
IIp,  Ily  définit  la  quadrique  Q^  ^  par  des  conditions  linéaires  (car  elle 
doit  passer  par  les  sommets  du  tétraèdre  des  quatre  plans  P  autres 
que  P^  et  contenir  les  deux  droites  Dp,  Dy).  Ceci  posé,  si  l'on  désigne 
par  F(X,Y,  Z)  le  polynôme 

X^  +  Y^  4-  Z^  -  2  YZ  -  2ZX  -  2XY, 
l'équation  de  la  surface  peut  se  mettre  sous  la  forme 

F[(P,Q,,),  (PAV.,.\  (P^^QmII  =  o. 
Il  existe  trente  formes  analogues. 

29.  Voici  une  dernière  conséquence  du  théorème  précédent.  La 
surface  inscrite  variable  Sa  coupe  le  plan  P,  suivant  une  cui)ique  qui 
passe  par  huit  points  fixes;  à  savoir  les  traces  des  droites  Dp,  D^,  et  les 
six  sommets  du  quadrilatère  complet  découpé  par  les  quatre  autres 
plans  singuliers.  Elle  passe  donc  par  un  neuvième  point  qui  n'est 
autre  que  le  point  double  A^,;  de  là  une  définition  simple  des  points 
doubles  A  :  le  point  A^,,  forme  avec  les  traces,  sur  le  plan  P,,  des  deux 
droites  doubles  Dp,  Dy  et  des  six  droites  d'intersection  des  plans  sin- 
guliers autres  que  P,  un  groupe  de  neuf  points  bases  d'un  faisceau  de 
cubiques. 


Surfaces  adjointes  d'ordre  trois  et  d'ordre  quatre  circonscrites  à  S. 

50.  On  reconnaît  au  moyen  de  l'algorithme  qu'il  existe  trente 
fonctions  thêta  du  premier  ordre  s'anuulant  pour  une  d(?s  trois  demi- 
périodes  y^aj  P\it  Py'r  elles  définissent  sur  la  surface  S  des  courbes 
gauches  de  degré  cinq  el  de  genre  un.  Considérons  l'une  de  ces  fonc- 
tions, H?aojV  P'»'"  «exemple,  qui  s'annule  pour  la  demi-période  (aa'a") 
ou.  p^.  Le  produit 

est  une    fonction    thêta   d'ordre  six,  de  caractéristique  nulle,   paire, 
admettant  les  trois  demi-périodes  p^^,  /jp,  p^  pour  zéros  d'ordre  si.\, 
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et  l'on  en  conclut  que  l'on  peut  circonscrire  à  la  surface  S,  le  long  de 
la  quintiquc  ^aaa"  =  <>)  une  surface  cubique  adjointe  admettant  D^ 
comme  droite  double. 

Ces  trente  surfaces  cubiques  font  partie  de  trente  familles  de  sur- 
faces cubiques  inscrites  qui  se  déduisent  très  simplement  des  trois 
familles  H^,  2p,  2^  précédemment  définies.  D'après  l'équation 

(E)  S^(P,Q«,,)(P.Qa,.)-T;  =  o, 

on  peut  considérer  la  surface  S  comme  Fenveloppe  de  la  famille  de 
surfaces  cubiques 

pHI^Qm)  +  2pT3  +  (P,Q«,)  =  o. 

On  définit  par  cette  voie  trente  familles  analogues.  Pour  démontrer 
que  les  trente  surfaces  cubiques  adjointes  appartiennent  respective- 
ment à  ces  trente  familles,  il  suffit  de  vérifier,  par  exemple,  que  le 
produit  (SiçtaV'Fa)  ^  même  caractéristique  et  même  parité  que  les 
produits  (PjQaa)  et  (P^Qa,))  et  qu'il  s'annule  au  même  ordre  de 
multiplicité  pour  les  demi-périodes  p^^j  pi^,  p^'^  c'est  ce  qu'on  vérifie 
aisément  en  vertu  des  symboles  de  ces  fonctions 

P.     :aY'§",  P,     :aoo", 

d'autre  part  F^  est  de  même  caractéristique  que  ^a^  §'  et  de  parité 
contraire. 

31.  Enfin  les  cfix  fonctions  tliêta  du  premier  ordre  qu'il  nous  reste 
à  considérer  ne  s'annulent  pour  aucune  des  trois  demi-périodes  />; 
elles  définissent  sur  la  surface  des  courbes  gauches  de  degré  six  et  de 
genre  un.  Soit  &otaS'  l'une  de  ces  fonctions,  l'équation 

(^aaT)^FiF^F^=0 

représente  l'intersection   complète  de    S   par  une    surface   adjointe 
d'ordre  quatre  admettant  les  droites  D^,  Dp,  D.^  pour  droites  doubles. 
Donc   il  existe  dix  surfaces  de  Sieiner  adjointes  à  S   et  cir- 
conscrites à  S  le  long  d'une  courbe  gauche  du  sixième  ordre. 
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On  reconnaît  que  ces  dix  surfaces  correspondent  aux  combinaisons 
deux  à  deux  des  cinq  plans  tangents  singuliers  P^;  la  surface  («,_/) 
contient  douze  points  doubles  de  la  surface  :  à  savoir  les  traces  sur  les 
plans  P,,  P^  des  arêtes  du  trièdre  formé  par  les  trois  autres  plans  sin- 
guliers et  les  six  points  doubles  A  contenus  dans  les  plans  P,,  Fj. 


Sections  de  la  surface  S  par  les  surfaces  adjointes. 

52.  La  représentation  paramétrique  au  moyen  des  fonctions  abé- 
liennes  permet  d'étudier  assez  simplement  les  courbes  découpées  sur 
la  surface  S  par  les  surfaces  adjointes  d'ordre  n. 

Nous  admettrons  désormais  pour  fixer  les  idées  que  la  fonction 
désignée  jusqu'ici  par  2j(w,  c,  w)  est  la  fonction  thêta  normale  d'ordre 
un,  de  caractéristique  nulle  (cette  fonction  est  paire). 

Soit  Il(x-,,  x^,  X3,  ic^)  =  o  l'équation  algébrique  d'une  surface 
adjointe  d'ordre  n  et  désignons  par  I1(m,  p,  w)  ce  que  devient 
2(x,  5  . . . ,  Xji)  lorsqu'on  y  remplace  ic, ,  . . . ,  x\  par  leurs  expressions 
en  u,  p,  w 

x^  —  FpF^,,         x._  =  F^F^,         X,,  =  F.^Fp,         X,  =  0,. 

Z(w,  V,  w)  est  [du  moins  lorsqu'on  suppose  ^(w,  r,  w)  ~  o]  une  fonc- 
tion thêta  paire  d'ordre  2/1,  de  caractéristique  nulle  et  s'annulant  à 
l'ordre  2n  pour  les  trois  demi-périodes  /?«,  /?p,  p^.  De  plus,  comme  la 
surface  2(^7,  . . . ,  x\)  =  o  passe,  pspr  hypothèse,  par  les  trois  droites 
doubles  Da,  Dp,  Dy,  2(w,  p,  w)  contient  en  facteur  le  produit  F^F^F^, 
en  sorte  que 

2(w,  (-',  u')  =  FjiFpFy  ^(w,  p,  «p). 

D'après  cette  relation  même,  <j(u,  p,  iv)  est  une  fonction  thêta 
impaire  de  caractéristique  nulle,  d'ordre  'in  —  3,  admettant /?«,  p^,  p^ 
pour  zéros  d'ordre  in  —  [\. 

Réciproquement,  toute  équation  o"(m,  p,  tv)  =  o  de  ce  type  définit 
l'intersection  de  la  surface  S  par  une  surface  adjointe  d'ordre  ii.  Va\ 
effet,  le  polynôme  général  Z(x",,  ..  .^  x^)  homogène  d'ordre  //  dépend 
de  ^{n  -\-  i)(n  -h  2)(/i  H-  3)  constantes;  la  condition  de  contenir  les 
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trois  droites  doubles  de  la  surface  S  impose  3/i+  i  conditions 
linéaires;  enfin,  si  Ton  désigne  par  S(a?,,  ...,  j;^)  =  o  l'équation  de 
la  surface  S,  tout  polynôme  de  la  forme 

K  désignant  un  polynôme  d'ordre  n  —  6,  est  identiquement  nul  sur  la 
surface.  En  résumé,  l'équation  de  la  surface  adjointe  la  plus  générale 
d'ordre  n  dépend  d'un  nombre  de  paramètres  homogènes  égal  à 

=  '6n^  —  9/?  +  10. 

Evaluons,  d'autre  part,  le  nombre  des  fonctions  o-(m,  v,  w)  linéaire- 
ment distinctes  et  non  identiquement  nulles  sur  la  surface  S.  Les 
fonctions  thêta  d'ordre  2.n  —  3,  de  caractéristique  nulle  et  impaire, 

sont  au  nombre  de ;  il  faut  en  déduire  les  produits  de  3^ 

par  les  fonctions  d'ordre  2.n  —  4,  de  caractéristique  nulle,  impaires, 

au  nombre  de  ^^ — Enfin,  les  fonctions  a(w,  p,  w)  doivent 

s'annuler  à  l'ordre  in  —  l\  pour  p^^^  p^,  py,  ce  qui  impose  3(n  —  2)" 
conditions  linéaires.  Le  nombre  des  fonctions  <7{u,  p,  w)  est  donc 

,  .    X         (2n  — 3)'— I         (2/î  — 4)*  — 8         ->/  \2        o    2 

L'égalité  de  9(/ï)  et  de  '\(^n)  établit  la  réciproque  annoncée.  Donc  : 

Les  courbes  découpées  sur  la  surface  S  par  ses  adjointes 
d'ordre  n  ont  pour  équation  générale  cr(w,  p,  w)  =  q,  en  désignant 
par  a-(M,  p,  w)  une  fonction  normale  d'ordre  2/z  —  3,  de  caracté- 
ristique nulle,  impaire  et  admettant  les  demi-périodes  p^^  p^,  pj 
pour  zéros  d'ordre  in  —  4,  et  réciproquement. 

35.  En  particulier,  on  peut  supposer  que  a-(w,  p,  w)  est  de  la  forme 
suivante  : 

a(w,  p,  w)  =  F^FpF^T(w,  P,  w). 
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Dans  ce  cas,  l'équalion  t  (w,  p,  «)  =  o  définit  rintersection  de  S 
par  une  surface  adjointe  qui  admet  respectivement  les  droites  D^, 
Dp,  D^  comme  droites  multiples  d'ordre  A  H-  i ,  /f  -h  i,  /  -h  i . 

Nous  considérerons  spécialement  les  surfaces  adjointes  d'ordre  in 
qni  admettent  les  droites  D.^,  Dp,  D^  comme  droites  multiples 
d'ordre  n.  Voici  le  résultat  : 

Les  courbes  C^  découpées  sur  La  surface  S  par  les  surfaces 
adjointes  d'ordre  in  qui  admettent  les  droites  doubles  de  la  sur- 
face pour  droites  multiples  d'ordre  n  ont  pour  équation  générale 
cp„(M,  p,  w)  =  o  en  désignant  par  cp„(M,  p,  w)  une  fonction  normale 
quelconque  d'ordre  n,  de  caiactéristique  nulle  et  de  même  parité 
que  le  nombre  n,  et  réciproquement. 


Sur  le  genre  des  courbes  tracées  sur  la  surface  S. 

5V.  Nous  n'étudierons  le  genre  des  courbes  tracées  sur  la  surface 
que  dans  le  cas  particulier  des  courbes  C„,  cas  qui  conduit  aux 
résultats  les  plus  simples. 

Soit  (p(M,  p,  tv)  =:  o  l'équation  d'une  courbe  C  et  désignons  par  X, 
Y,  Z  les  coordonnées  cartésiennes  non  homogènes  d'un  point  de  la 
courbe. 

Nous  chercherons  tout  d'abord  à  former  a  priori  une  difTérentielle 
abélienne  de  première  espèce  attachée  à  la  courbe  C.  Soit  /  (w,  p,  w) 
une  fonction  normale  de  même  ordre,  de  même  caractéristique  et  de 
même  parité  que  ©(m,  p,  w)  et  considérons  l'intégrale 

1  =  /     — TT —  du, 


en  posant 

J(«,  p,  vv)  = 


ùv      dw 


Celte  intégrale  est  une  intégrale  abélienne  attachée  à  la  courbe  C; 
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en  effet,  on  a  sur  cette  courbe 


d'où 


6/X  =  -T—  du  -^-  -^  dv 
au  av 


àX 


fw 


dw^ 


C) 


o 


=  —-  du  -h  -T~  dv  4-  -^  dw. 


=  -,    du 
du 


dv 
do 


dv 


d^ 
dw 


o?vv; 


J(w,  p,  çv)  6/X 


dX  dX  àX 

du  dv  dw 

d^  d^  d^ 

du  dv  dw 

do  d^  do 

du  dv  di^v 


du. 
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Dès  lors,  l'intégrale  1  peut  s'écrire 


-/(//,  V,  (v)  dX 


d\  dX      dX 

du  dv       Oiv 

d^  ^ 

du  dv 


d^  d^ 

(?tr  dw 

d(f  d^       d(f 

du  dv       da' 


Le  dénominateur  est  de  la  forme 


du  dv  dw 


A,  B,  C  étant  sur  la    courbe   des   fonctions  abéliennes  impaires    de 
M,  p,  w,  et  l'intégrale  T  peut  se  mettre  sous  la  forme 


I 


Journ.  de  Math.  (6«  série),  tome  IV.  —  Fasc.  I,  1908. 


J 
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puisque  9 (m,  V,  w)  =  o  sur  la  courbe  C,  ou  enfin 


■^w-^<^m^''Ud 


Cette  forme  met  en  évidence  que  le  coefficient  de  dX  est  une 
fonction  abélienne  paire  de  u,  p,  w,  donc  une  fonction  rationnelle 
de  X,Y,  Z. 

L'intégrale  I  est  donc  une  intégrale  abélienne  appartenant  à  la 
courbe  C  et  il  en  serait  de  même  plus  généralement  de  Tintégrale 


J 


'\'(u,  v,w)  désignant  une  fonction  normale  d'ordre  n-+-  i,  de  caracté- 
ristique nulle,  mais  de  parité  contraire  à  ^(w,  (^,  w),  car  le  quotient 


est  une  fonction  abélienne  paire  sur  la  surface  S. 

L'intégrale  F  est  de  première  espèce  :  en  effet,  m,  p,  w  restent  finis 
sur  la  courbe,  dès  lors  l'intégrale  ne  saurait  devenir  infinie  que  dans  le 
cas  où  J(«,  P,  w)  s'annule.  Or,  en  vertu  des  équations 


on  a  sur  la  courbe 


!r(w,  p,  «•)  =  o, 
o(//,P,  «■)  =  <>, 

du  dv  dw 


On  en  déduit  que  l'intégrale  ne  peut  devenir  infinie  (pie  pour  des  va- 
leurs w,  P,  vr  annulant  à  la  fois  Si,  ç  et  les  trois  détcrniinanls  fonction- 
nels :  un  tel  système  définit  un  point  double  sur  la  courbe.  Or  la 
courbe  générale  d'une  série  linéaire  C  ne  peut  avoir  de  point  double.' 
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variable  que  sur  la  courbe  double  de  la  surface  S,  ce  qui  n'a  pas  lieu 
pour  les  courbes  C«,  et,  d'autre  part,  elles  ne  passent  par  aucun 
point  fixe. 

Lintégrale  F  est  donc  une  intégrale  abélienne  de  première 
espèce  pour  la  courbe  générale  C„. 

55.  Combien  cette  forme  donne-t-elle  d'intégrales  linéairement  dis- 
tinctes? Pour  fixer  les  idées,  supposons  n  pair,  la  démonstration 
serait  d'ailleurs  analogue  pour  n  impair.  Dans  ce  cas,  les  fonctions 
'h{u,v,w>)  d'ordre  /i-t-i,  de  caractéristique  nulle  et  impaires,  non 
identiquement  nulles  sur  la  surface,  sont  au  nombre  de 

(«-f-i)-'— I  /r^— 8  _  ?>n{n  +  \)     ^     ^  ^ 

2  2  2  ' 

mais  parmi  ces  fonctions  il  en  est  trois  identiquement  nulles  le  long  de 

la  courbe  :  à  savoir 

d?3         d'à         ôxi 

'  OU        *  or        '  dw 


La  formule  donne  donc 


^j  3  n  i/i  -h  i) 

N  =   ^ -+-  l 


intégrales  distinctes  de  première  espèce. 

On  peut  démontrer  que  ce  sont  bien  là  toutes  les  intégrales  de  pre- 
mière espèce  de  la  courbe.  D'après  un  tbéorème  connu  de  M.  Nôther, 
si  l'on  désigne  par  v  le  nombre  des  points  d'intersection  variables  de  la 
courbe  avec  une  de  ses  surfaces  adjointes  et  par  p  le  genre  de  cette 
courbe  : 

V='2(p-   l). 

• 

Au  cas  actuel,  ce  nombre  v  est  le  nombre  des  points  d'intersection 
variables  des  courbes  cp  =  o,  1  =  0,  ou  encore  la  moitié  du  nombre 
des  solutions  communes  aux  équations 

c'est-à-dire  Jii^ — il-  d'ailleurs  ces  équations  n'ont  aucune   solution 
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commune  fixe.  Dès  lors 

p  = H-  I  =  IN.  G.  Q     F.    D. 

Nous  parvenons  donc  au  théorème  suivant  : 

La  courbe  générale  C„,  d'équation  9„(w,  v,  w)  =  o,  découpée  sur 
la  surface  S  par  une  surface  adjointe  d'ordre  in^  admettant  les 
trois  droites  doubles  de  S  comme  droites  multiples  d'ordre  n^  est  de 
genre 

p  =  '  +  I 

et  ses  intégrales  abéliennes  de  première  espèce  sont  de  la  forme 


D(^,y) 
D(r,iv) 


du, 


en  désignant  par  ^„^,(w,  p,  vp)  une  fonction  normale  quelconque 
d'ordre  /?  +  t  ,  de  caractéristique  nulle  et  de  même  parité  que  le 
nombre  n  -^  i. 

En  d'autres  termes,  la  courbe  générale  C,j^,  découpe  sur  une 
courbe  C«  quelconque  le  groupe  canonique  de  points  G,^.,  1g  plus 
général. 

Le  cas  où  /z  =  i  correspond  aux  courbes  L  du  système  canonique  ; 

1      r  1  3  «  (  «  +  I  )  ,  ,  , 

la  tormule  p  = -h  i  donne  alors  p  =  li,  ce  que  nous  avions 

déjà  établi.  De  plus,  le  groupe  canonique  Ga^.a  est  découpé  sur  la 
courbe  L  générale  par  les  surfaces  de  Steiner  qui  admettent  les  mêmes 
droites  doubles  que  la  surface  S  considérée. 

Le  théorème  précédent  s'étend  à  toute  surface  S  : 

Sur  toute  surface  S,  l'équation  cp„(M,  p,  w)  =  o,  où  ^„  désigne  la- 
fonction  thêta  générale  d'ordre  /t,  de  caractéristique  nulle  et  de 
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même  parité  que  le  nombre   n,   définil  un  système  linéaire   de 
courbes  C„  qui  jouit  des  propriétés  suivantes  : 

Il  dépend  de  — H-  ?>  paramètres  ('),  son  degré  est  égal 

à  3n-  et  le  genre  de  la  courbe  générale  est  égal  à ■  +  i. 

Enfin,  les  courbes  C„^.,  découpent  sur  toute  cou/^be  C»  le  groupe 
canonique  de  points  G.,,,_..  le  plus  général. 

(')  Celle  expression  n'esl  pas  valable  pour  /i  r=  i . 


GKNÉH\LISATION    DES    SÉRIES    TRIGONOMÉTRIQUES.  '5c) 


Sfif  la  i^éiiéralisatioii  des  séries  trigonométriques ; 

Par  m.  a.  BUHL, 

Maître  de  Conférences  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Montpellier. 


Objet  du  Mémoire.  —  Les  travaux  sur  les  fonctions  de  variables 
réelles  dont  Torigine  remonte  au  célèbre  théorème  de  Weierstrass  sur 
la  représentation  d'une  fonction  continue  par  une  série  de  polynômes 
ont  conduit  à  étudier  des  développements  susceptibles  de  représenter, 
d'une  infinité  de  manières  différentes,  des  fonctions  données  dans  un 
intervalle  donné.  Ainsi  les  séries  de  polynômes  que  l'on  sait  former  à 
l'heure  actuelle  par  un  nombre  considérable  de  procédés  contiennent, 
en  général,  une  infinité  de  constantes  arbitraires  équivalant  à  une  ou 
plusieurs  fonctions  arbitraires  ('). 

Dans  un  ordre  d'idées  assez  différent  au  premier  abord  et  tout  au 
moins  beaucoup  plus  ancien,  on  peut  représenter  des  fonctions  don- 
nées dans  un  intervalle  où  elles  satisfont  à  des  conditions  assez  géné- 
rales telles  que  celles  de  Dirichlet,  par  des  séries  de  fonctions  conti- 
nues telles  que  les  séries  trigonométriques,  ce  qui,  au  point  de  vue 
théorique  pur,  suffit  pour  qu'on  puisse  affirmer  qu'il  existe,  pour  ces 
mêmes  fonctions,  une  infinité  d'autres  développements  en  séries  de 
fonctions  continues. 

(')  Je  suis  revenu  sur  ce  caractère  d'indétermination  dans  une  Note  aux 
Comptes  rendus  en  date  du  23  janvier  igoS.  Quant  aux  recherches  du  présent 
Ménaoire,  elles  ont  donné  lieu  aux  Notes  des  7  mai,  16  juillet  et  2^  septembre  1906. 
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Mais  cependant,  si  l'on  construit  une  série  trigonométrique  repré- 
sentant une  fonction  bien  déterminée,  on  se  trouve  en  présence  d'un 
développement  qui  ne  comporte,  par  lui-même,  absolument  rien  d'ar- 
bitraire. Aurait-on  pu  le  former  difTéremment?  Pourrait-on  mettre  en 
évidence  une  opération  simple  et  immédiate  le  transformant  en  d'au- 
tres développements  en  nombre  infini  et  qui  tous,  cependant,  repré- 
senteraient bien  la  même  fonction  primitivement  donnée  et  toujours 
dans  le  même  intervalle? 

Telles  sont  les  questions  que  je  me  suis  posées  et  qui  me  paraissent 
recevoir  dans  ce  Mémoire  des  réponses  suffisamment  complètes  et 
curieuses  par  plus  d'un  côté. 

Je  crois  d'abord  que,  toutes  les  fois  que  l'on  cherchera  à  représenter 
une  fonction  réelle  f{x)  au  moyen  des  signes  de  l'Analyse,  on  donnera 
naissance  à  un  problème  àe,  prolongement.  Si  l'on  considère  la  fonc- 
tion elle-même,  bien  définie  dans  un  certain  intervalle  a  mais  non 
hors  de  celui-ci,  il  est  clair  que  dans  ce  domaine  extérieur  3  on  pourra 
la  continuer  absolument  au  hasard;  mais,  si  l'on  considère  une  repré- 
sentation de  cette  fonction,  les  symboles  employés  pourront  garder 
une  signification  précise  même  lorsque  la  variable  x  ne  sera  plus 
dans  a  et  donner  dans  ^  un  prolongement  dont  l'arbitraire  pourra  être 
diminué  jusqu'au  point  de  disparaître  totalement.  C'est  ainsi  qu'une 
fonction  développée  en  série  trigonométrique  est  reproduite  identi- 
quement dans  tous  les  intervalles  identiques  à  celui  où  elle  est  d'abord 
définie  et  qui  précèdent  ou  suivent  celui-ci. 

On  comprend  alors  que  l'étude  d'une  représentation  n'est  complète 
que  lorsqu'elle  est  faite  non  seulement  dans  l'intervalle  particulier  où 
l'on  peut  spécialement  en  avoir  besoin,  mais  dans  tout  le  domaine 
extérieur. 

C'est  ainsi  que  je  suis  amené  à  montrer  qu'on  peut  former  des  séries 
plus  générales  que  les  séries  trigonométriques,  séries  qui  contiennent 
un  paramètre  arl)itraire  '|,  (jui  représentent  f{jc)  dans  un  premier 
intervalle,  puis  cette  fonction  multipliée  par  cos'-];,  cos2'>|;,  ...  ou  par 
sin'-p,  sin2.];,  ...  dans  les  intervalles  suivant  le  premier  et  d'étendue 
identique.  Si  l'on  multiplie  de  telles  séries  par  une  fonction  arbitraire 
de  X  et  de  ^{/,  puis  par  d'\i  et  que  l'on  intègre,  on  aura  de  nouvelles 
séries  représentant  toujours /(.r)  dans  le  premier  intervalle,  mais  des 
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transformations  données  à  l'avance  de  celte  fonction  dans  tous  les 
autres. 

De  remarquables  considérations  se  greffent  sur  ces  idées  générales. 

Tout  d'abord,  le  procédé  de  génération  étudié  au  Chapitre  1  donne 
naissance  à  des  séries  (A),  (B),  (G),  (D,)  et  (Do)  non  distinctes  au 
fond,  ce  qui  fait  que  dans  la  suite  je  me  borne  à  considérer  l'un  de  ces 
types,  à  savoir  le  type  (B).  Leur  comparaison  est  cependant  intéres- 
sante et  pourrait  servir  à  la  classification  des  séries  trigonométriques. 

Un  des  points  les  plus  curieux  du  Chapitre  II  provient  de  ce  que  les 
coefficients  d'une  série  (B)  se  laissent  rassembler  en  séries  de  formes 
quadratiques  que  l'on  peut  facilement  sommer,  tout  comme  dans  le 
cas  des  séries  de  Fourier  [formules  (H)  et  (H')]. 

Dans  ce  dernier  cas,  on  ne  peut  obtenir  que  des  séries  arithmétiques, 
puisque  les  coefficients  ne  sont  que  des  nombres.  Dans  le  cas  des 
séries  (B),  au  contraire,  les  coefficients  contiennent  ^  et  l'on  obtient 
des  développements  où  ^  peut  jouer  jusqu'au  rôle  d'une  variable  com- 
plexe. On  retrouve  ainsi  des  séries  de  fractions  rationnelles,  des  rela- 
tions entre  ces  séries,  etc. 

Je  montre,  d'autre  part,  que  les  séries  trigonométriques  généralisées 
sont  som niables  par  le  procédé  de  Cesàro,  déjà  appliqué  aux  séries 
de  Fourier  par  M.  Fejér.  On  conclut  de  là  qu'un  des  développements 
considérés  n'est  cependant  pas  encore  complètement  caractérisé  par  le 
fait  que  la  fonction  qu'il  représente  est  assujettie  à  des  conditions 
données  dans  une  infinité  d'intervalles.  Ainsi,  la  reproduction  pério- 
dique de  f{oc)  ne  caractérise  pas  une  série  de  Fourier  (  '). 

Je  mentionne,  en  terminant  ces  préliminaires,  que  je  ne  me  suis  nul- 
lement préoccupé,  quant  à  tous  les  résultats  obtenus,  des  conditions 
de  validité  les  plus  générales.  J'ai  supposé  que  les  fonctions  considé- 
rées satisfaisaient  toujours  aux  conditions  de  Dirichlet,  bien  qu'ayant 
constaté  maintes  fois  la  possibilité  d'hypothèses  moins  restrictives.  Je 
ferai  remarquer  aussi  que  tout  le  Mémoire  repose  sur  la  considération 
préliminaire  de  séries,  dont  les  termes  sont  formés  de  sinus  et  de  cosi- 
nus, c'est-à-dire  de  fonctions  satisfaisant  à  des  équations  différentielles 
linéaires  à  coefficients  constants.  L'étude  du  cas  des  coefficients  va- 


(')    Voir  la  note  placée  à  la  fin  du  Mémoire. 
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riables  est  tout  indiquée  par  cette  remarque  et  donnerait,  sans  doute, 
des  résultats  plus  généraux  encore  qui  s'ajouteraient  de  façon  intéres- 
sante à  ceux  récemment  obtenus,  quoique  dans  un  ordre  d'idées  un 
peu  différent,  par  MM.  Stekloff,  Kneser  et  Fredholm.  Pour  l'instant, 
je  me  suis  borné  au  premier  cas,  dont  on  pouvait  plus  aisément  pour- 
suivre de  nombreuses  conséquences. 


CHAPITRE  I. 

FORMATION    DES     SÉRIES    TRIGONOMÉTRIQUES    GÉNÉRALISÉES    DANS     UN    INTERVALLE    DONNÉ. 

1.  Je  me  propose  d'indiquer  tout  d'abord  un  procédé  de  formation 
des  séries  trigonom étriqués  qui  nous  conduira  non  pas  seulement  à  la 
série  de  Fourier,  mais  aux  diflerentes  formes  qui  se  présentent  dans 
des  applications  très  diverses.  On  remarquera  que  le  raisonnement 
suivant,  loin  d'être  plus  compliqué  que  le  raisonnement  classique  qui 
sert  à  établir  formellement  la  série  de  Fourier,  est,  au  contraire,  plus 
simple  tout  en  étant  plus  général.  Il  ne  nécessite  même  pas  l'écriture 
explicite  d'intégrales  définies  portant  sur  des  produits  de  sinus  ou  de 
cosinus,  et  je  ramène  cette  partie  du  raisonnement  à  une  identité  entre 
intégrales,  laquelle  se  vérifie  immédiatement  et  sans  aucun  calcul. 

Soient  des  fonctions  f  et  w  de  la  variable  x  et  du  paramètre  ^, 
fonctions  définies  par  le  système  d'équations  simultanées 

d'où  l'on  tire  immédiatement 

(2)  p  =  Acos(/fa;  —  G),         w  =  Asin(A-x  —  G), 

G  étant  un  paramètre  arbitraire  de  même  nature  que  k. 

Supposons  que  /r  et  G  puissent  prendre  une  infinité  de  valeurs  asso- 
ciées /tv  et  Gv,  V  étant  un  entier  variant  de  —  00  à  -h  oo;  on  aura  ideiili- 
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quement(') 


('(^Pv  dx  —  k^  /     u.,  u^ dx  =  {a.,v^){^ 
(3)  {        ^ 


Si  les  seconds  membres  de  ces  ég-alités  sont  toujours  nuls  quels  que 
soient  [jl  et  v,  on  conclut  alors  que  les  intégrales  définies 

I     v^v^dx^      /     u^u.,dx 


sont  identiquement  nulles  si  [Jt.  =^  v,  et  non  nulles  mais  égales  entre 
elles  si  (x  =  V. 

La  condition  {u^v^\-=  o  s'écrit  plus  explicitement 

.    .  MfO  _  M£)  sin(A-va-gv)  _  cos(^^(3  — 0^) 

Or,  une  telle  égalité  ne  peut  avoir  lieu,  quels  que  soient  \j,  et  v,  que 
si  ses  deux  membres  sont  indépendants  des  indices  en  question.  Pour 
l'instant  j'attribue  à  chacun  de  ces  membres  une  valeur  purement 
constante  tang^. 

Les  équations 

si  11  (/'va  —  0v)         .  cos(A-v(3  —  0v) 

■   ,,\ — -.-,  =  tang  9,         — ^-7-^^ — ^  =  tangcp 
sin(AvP  —  0v)  cos(A:va  — »v)  ' 

donnent  alors  effectivement  une  infinité  de  valeurs. /cv  et  Ô^.  On  en  tire, 
en  effet, 

sin2(A:va  —  ô^)  =  sin2(/fv^  —  6v),  cosA'v(P  —  a)  =  sin2(p. 


(')  Et,  en  effet,  sans  aucun  calcul.  11  suffit  de  remarquer  que  k^v-^dx  z=:  du 
et  que  —  k^u^dx  =  dv^. 
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la  seconde  équation  s'ob tenant  par  élimination  de  0.„  et  finalement 


(5)  K= — ^^^'   '^"=b^k-mf^ 

X  étant  un  paramètre  entier  que  l'on  peut  supposer  choisi  une  fois 
pour  toutes. 

Ceci  posé,  soit  une  fonction /(a;)  qui,  dans  l'intervalle  réel  a,  p,  est 
supposée  satisfaire  aux  conditions  de  Dirichlet  et  imaginons  que  Ton 
tente  de  la  développer  en  séries  de  la  forme 

I  f(^x)  =...-}- a_,cos(A:^, a;  -  Ô_,)  +  a^cos{kç,x  —  0„) 

I  +  a,  cos(/lr,  .T  —  0,) +. . ., 

((3)      ' 

^  1 /(x-)=...-^  />^,  sin(A-  ,.r- 0   ,)  +  6osm(/f„a:;- Oo) 

I  -h  6,  sin(/f,x  —  0,  )  +  — 

Le  raisonnement  habituel  nous  donnera  alors 

C'est  là  le  premier  type  des  formules  qui  seront  étudiées  dans  ce 
Mémoire.  Ce  type  contient  le  paramètre  arbitraire  o.  Observons  aussi 
que  les  deux  développements  (A)  ne  sont  pas  distincts  au  fond.  Ils  se 
permutent  lorsqu'on  change  la  valeur  de  l'entier  A  qui  figure  dans  Ov, 
mais  il  y  a  néanmoins  grand  avantage,  au  point  de  vue  de  la  symétrie, 
à  les  conserver  tous  deux. 

2.  L'étude  directe  des  développements  (A)  serait  moins  commode 
que  celle  de  deux  autres  que  nous  en  conclurons  immédiatement  par 
addition  et  soustraction,  savoir  : 


'a. 

V=  —  00 


'>  =  &^'i  fVc^) si" /'■-(■'•■ -5V/?. 
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La  première  formule  est  évidente.  Quant  à  la  seconde,  après  sous- 
traction des  formules  (A),  elle  doit  contenir  le  cosinus  de 

=  Xt:  H-  -  —  A\(P  -+-  a  —  X  —  ^), 

ce  qui  est  bien  le  sinus  de  k^(x'  —  ^),  si  l'on  pose 

x'  =^  -\-  a  —  X. 

Ici  x'  a  une  signification  géométrique  remarquable.  C'est  le  point 
symétrique  de  x  par  rapport  au  milieu  de  l'inteivalle  a,  [3. 

Et  comme  x'  est  alors  toujours  dans  a,  [3  en  même  temps  que  x,  la 
première  formule  obtenue  est  aussi  bien  valable  si  l'on  y  remplace  x 
par  x'. 

De  même  la  seconde  subsiste  aussi  si  l'on  y  remplace  x'  par  x. 

En  résumé,  on  peut  écrire 


(B)  "•;' i  =  ^Ïj!m2''^(- - ?)''^.    ''■= 


2  vrr  rt:  ( 2  cp 


a 


C'est  là  un  second  type  de  formules.  Ce  type  est  beaucoup  plus 
rapproché  que  le  premier  (A)  de  formules  habituelles.  Les  G,  ont  dis- 
paru et  avec  eux  l'entier  X.  Il  reste  le  paramètre  arbitraire  (p  dans  A\. 
Pour  49  =  1^  on  retrouve  la  formule  de  Fourier. 

2  bis.  L'examen  des  formules  (A)  conduit  à  se  demander  ce  que 
peuvent  représenter  les  formules 


1  = 


v=-t- 
2 


2  sin(A^:z;  -  G.)  f  f{l)  cos{Kl  ~  G.)^^, 


(3-a 

V 
V 

J  =  p^  2  cos(A^x-  G,)  ^7(0  ^in  (^'v^  -  ^^)dl 


V  = —  00 


46 

On 

en  conclut 

I  +  J 

I 

2         -p 

— 

a  2é 

v  =  — » 

I-J 

I 
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V  =  — 00       "■ 

Or,  d'après  le  paragraphe  précédent, 

sin[/f./a7  +  E)  -  2  6,,]==(— iycosA-,(ic'— 0. 


Donc 


l-h.l 


=  (-i)>/(.r'), 


I-J 


=  o. 


i  =  j  =  (-.)y(x'). 


Finalement 


(C)     (-  .)'/(x')  =  ^  2  co"  (^'^  -  «■')/  A')Z(*"  -  «^)''S- 

V  =  — <o  * 

Ce  sont  des  formules  d'un  troisième  type.  Elles  offrent  une  particu- 
larité curieuse. 

Représentons-nous  géométriquement  l'intervalle  a,  [i  {fig.  i)  et  la 


Fig. 


OC. 


fonction  /,  comme  il  est  indiqué  sur  la  figure.  Considérons  aussi  le 
point  P  milieu  de  a,  j3  et  la  droite  qui  passe  par  ce  point  parallèlement 
à  celles  qui  limitent  latéralement  lintervalle  considéré. 
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Ce  n'est  pas  /  qui  est  représentée  par  le  second  membre  de  (C), 
mais  la  symétrique/",  de  cette  courbe  par  rapport  à  la  droite  P. 

Ceci  si  X  est  pair.  Si  X  est  impair,  c'est  la  symétrique  f^  de/,  par 
rapport  à  ajâ  ou  la  symétrique  de  /  par  rapport  au  point  P  qui  est 
représentée. 

Remarquons  encore  que  la  formule  (C)  doit  subsister  si  l'on  y  per- 
mute X  et  x' .  Dans  ces  conditions,  suivant  que  X  est  pair  ou  impair, 
c'est  /  ou  la  symétrique  /.,  de /par  rapport  à  a[^  qui  est  représentée, 
mais  il  faut  observer  que  le  point  de  /  ou  de  /a  ayant  une  abscisse  x 
s'obtiendra  en  mettant  dans  le  second  membre  de  (C)  la  valeur  x' 
symétrique  de  x  par  rapport  à  P. 

5.  Démonstration  directe  des  formules  précédentes.  —  Tous  les 
résultats  obtenus  jusqu'ici  n'ont  qu'un  caractère  purement  formel  et 
ne  sont  pas  mieux  démontrés  que  ne  l'est  l'ordinaire  formule  de  Fou- 
rier  tant  qu'on  n'a  pas  fait  directement  la  somme  de  ses  termes.  C'est 
cette  lacune  que  nous  allons  combler.  Observons  d'abord  qu'il  est 
inutile  de  chercher  une  démonstration  directe  de  toutes  nos  formules, 
car  elles  se  déduisent  les  unes  des  autres.  Nous  nous  tiendrons  au 
type  (B).  Le  procédé  de  sommation  de  Dirichlet  s'étend  facilement 
aux  séries  de  ce  type  et  il  nous  suffira  de  commencer  le  raisonnement. 

Je  rappelle  tout  d'abord  l'identité 

„,  .m' —  Gî  -I-  I 

P=^  sin /•  .  ,    , 

V^  cos .  .                         2              cos  /           m  -^  m 

>     .    (a-hpr)= .      an r 

■^^  sin  \  i     /                     .    /•            sin  V                 2 

p  =  zj  Sin - 

^  2 

OÙ  G3  et  m'  sont  des  entiers  positifs  ou  négatifs  (cr'^îrr).  Les  for- 
mules (B)  peuvent  s'écrire 


V=+  00 


et  l'on  a,  d'après  l'identité  précédente, 


2  V  TT  Zt  I   -   2  cp 


4 


'"^'''       r  /  x-i  -         sinr(2nT'+i)7r^ ^1         ^^  ,  ,  _, 

V    c^M  _i_  Y^r  M-a:  — c  L  3  — aJcosf/Tr  \  x  —  il 


simr  _ 

(3-a 
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en  posant 

on  voit  que  le  second  membre  de  la  formule  à  démontrer  est  la  limite, 
pour  gt'  tendant  vers  finfini,  de 

n  J    o^-x  siny  sin7r\2  '/      \  '       t:     /      ' 

Les  limites  de  cette  intégrale  sont  de  part  et  d'autre  de  zéro.  On 

peut  la  scinder  en  deux  autres.  Dans  la  première  prise  de  t.- — ^  a  o, 

nous  changerons  y  en  —  y. 
11  viendra  finalement 

n  J^  biuy  sin  |_7r  \     '  "^  J  j      \  '       71      /      '  ' 

+   i    f     P-°'sin(2^'+i)ycosry  /TT  _         \-        /      _^^^^-^\^^^ 
t;  ,/j,  sitiy  sin[_7:\2  ^/J      \  '       t:     /      ' 

Nous  retombons  donc,  comme  à  Tordinaire,  sur  des  intégrales  de 
la  forme 


J 


X"^^^^f^^'KT)^T, 


et  Ton  voit  que  (voir  par  exemple  :  E.  Picard,  Traité  d'Analyse, 
t.  I,  2*  édit.,  p.  287) 

limJ  =  ^'Ko). 


Par  suite  la  somme  des  deux  intégrales  précédentes  se  réduit  à 

l  \f(^'  —  ^0  -+-/('^'  -+-  «)]  ou  à         o, 

suivant  que  l'on  y  prend  les  cosinus  ou  les  sinus. 

Cette  démonstration  est  si  exactement  calquée  sur  celle  habituelle- 
ment faite  pour  (p  :=  4"^  qu'elle  peut  paraître  su[)ernue.  Nous  verrons 
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dans  la  suite,  et  particulièrement  au  paragraphe  '6,  qu'elle  est  indis- 
pensable, car  elle  nous  servira  dans  des  cas  où  cp  jouera  un  tout  autre 
rôle  que  celui  joué  jusqu'ici  par  ce  paramètre. 

4.  Les  séries  trigonométriques  de  M.  A.  Kneser.  —  M.  A.  Kne- 
ser,  dans  ses  Untersuchungen  ûber  die  Darstellung  willkurlicher 
Funktionen  in  der  mathematischen  Physik  i^Mathemalische  Anna- 
len,  Bd.  LVIII,  190/1)  a  attiré  l'attention  sur  quatre  types  de  séries 
trigonométriques.  Il  est  intéressant  de  voir,  ne  serait-ce  qu'au  point 
de  vue  de  la  classification,  comment  ces  types  se  rattachent  à  ceux 
déjà  étudiés  ici.  Ils  n'en  sont  pas  tous  des  cas  particuliers,  mais  plutôt 
des  cas  singuliers. 

Reprenons  l'égalité  du  paragraphe  i, 

/^x  sin(A-v«  —  0v)  _  cos(Ajj.[3  —  0|j.). 

^^^  sin(Â-v(3  — 0v)  ~  cos(A|j,a  —  0^.)' 

on  peut  y  satisfaire  autrement  qu'en  supposant  aux  deux  membres  une 
valeur  arbitraire,    mais    bien   déterminée,   tangcp.    Nous   prendrons 

d'abord  pour  le  premier  membre  la  valeur  indéterminée  -  ?  si  bien  que 

la  valeur  du  second  pourra  être  quelconque  pourvu  qu'elle  soit  finie. 
Les  équations 

sin(Aa  —  Ô)  =  o,         sin(A-^  —  6)  =  o 

donnent,  fx  et  v  étant  des  entiers, 

(A-a  — 0)  =  [Xû,  A-ji}  -  Ô==(vH- [j.)-, 

d'où 

A"  =  75 ,         y  =  j au. 

p  —  a  p  —  a         ' 

Les  séries  (G)  du  paragraphe  1  sont  alors  remplacées  par 

V  =  —  <o 

On  peut  d'abord  supprimer  piit  dans  les  parenthèses,  car  cela  revient, 

Journ.  de  Math.  (6'  série),  tome  IV.  —  Fasc.  I,  1908.  7 
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(D.) 


quand  [jt,  est  impair,  à  changer  les  signes  des  coefficients  a^  ou  h.,  non 
encore  déterminés.  On  peut  ensuite  rassembler  les  termes  de  coeffi- 
cients a^  et  a_v  ou  ^v  et  h  ..,^  si  bien  que  les  séries  précédentes  doivent 
être  de  la  forme 

V=  X 

^        ^^  Ov  sin  \       p  —  oc/ 
v=o 

En  déterminant  les  coefficients  par  le  procédé  ordinaire  on  a  finale- 
ment les  deux  formules 


v  =  i 

v  = 


V  =  l 


Si  l'on  suppose  maintenant  que  l'on  prenne 

cos(A"[i  —  0)  =  o,         cos(A"a  —  ô)  =  o, 

on  retrouvera  les  séries  (D,  )  dans  l'ordre  inverse. 

Enfin  l'égalité  (4)  est  encore  satisfaite  si  Ton  égale  à  zéro  les  deux 
numérateurs  ou  les  deux  dénominateurs.  Soient 

sin(A-a  —  Oj  =  o,  cos(/r^  —  0)  =  o. 

Un  raisonnement  semblable  au  précédent  donne  alors 


V  =  0 


I  '•  ~ — 

2  /        P- 


d\ 


Les  quatre  séries  comprises  dans  les  formules  (D,)  et  (D^)  sont 
celles  données  par  M.  Kneser  à  l'endroit  cité,  avec  cette  seule  dilTé- 
rence  que  les  limites  a  et  [i  y  sont  respectivement  égales  à  zéro  et  à  -. 
On  voit  immédiatement  que  ces  séries  ne  peuvent  pas  toutes  servir, 
du  moins  sous  la  forme  précédente,  à  la  représentation  d'une  fonction 
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f{x)  quelconque  dans  a,  p. 

La   seconde   série  (D,)   exige....      /(a)rr:o,     y((3)  =  o 
La  première  série  (  D,  )  exige ....     /{oc)  =  o 
La   seconde   série  (D.2)   exige....     /([3)=ro 

De  plus,  ces  séries  ont  le  grave  inconvénient  de  ne  plus  contenir  le 
paramètre  arbitraire  o,  ce  qui  les  rend  impropres  au  mode  de  généra- 
lisation que  nous  allons  étudier  maintenant. 

3.  Généî'ation  des  séries  Irl^onomèlriques  généralisées.  —  Re- 
prenons la  formule  (6)  qui  est  plus  facilement  maniable  que  les  autres 
et  posons 

Soit  de  plus  une  fonction  F(a:^',  '];)  existant  pour  toutes  les  valeurs 
réelles  de  x  et  pour  les  valeurs  de  <];  comprises  dans  un  certain  inter- 
valle 4^0,  <J^<. 

Nous  supposons  toujours  les  conditions  de  Dirichlet  satisfaites.  Pour 

l'instant,  considérons  seulement  F(x,  'j»)  lorsque  a?  est  dans  l'inter- 
valle a,  p,  ce  que  nous  indiquerons  par  Fo(x,  <];)  lorsque  quelque 
ambiguïté  sera  à  craindre. 

Ceci  posé,  imaginons  que  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  (B) 
par  F(a7,  ?]>)  c^'l»,  et  que  l'on  intègre  par  rapport  à  <]/,  de  \^  à  <];,.  Le 
résultat  pourra  s'écrire 

\J  -X-   f^  I 


f{x)\  _^      '',—^^-    -^'K 


2    /"     r  '/(^)F(^-,^)^J„'a-v(^-0«^'HI 


"l\  =    — ô • 

p  —  a 

Dans  l'intégrale  double  du  numérateur,  l'ordre  des  intégrations  est 
indifférent,  puisque  les  limites  des  intégrales  sont  finies. 

Le  second  membre  de  (E)  est  ce  que  nous  appellerons  une  série  tri- 
gonométrique  généralisée.  On  peut  démontrer  directement  la  for- 
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mule  (E).  Le  procédé  de  formation  est  légitime,  car  nous  avons 
intégré  terme  à  terme  une  série  en  '-]/  qui,  ainsi  que  cela  a  été  démontré 
directement  au  n°  5,  ne  dépend  pas  de  '^  et  qui  peut,  par  suite,  être 
considérée  comme  uniformément  convergente  par  rapport  à  ce  para- 
mètre. Si  maintenant  nous  voulons  sommer  directement  le  numéra- 
teur du  second  membre  de  (E),  nous  pourrons  toujours  imaginer  que 
Ton  réserve  pour  la  fin  des  calculs  l'intégration  par  rapport  à  'j/.  En 
effectuant  d'abord  la  sommation  par  rapport  à  v  tout  se  passera 
comme  au  n°  5,  et  nous  conclurons  que  le  numérateur  considéré  est 
égal  à 

I  /■' 

:;[/(*■  — o)  H- /(a; -h  o)]  /     F{x,']j)d-\^     ou  à     o, 

suivant  qu'on  y  prend  le  cosinus  ou  le  sinus. 

6.  Remarques  sur  les  développements  en  séries  de  fonctions 
continues.  —  On  sait  que  la  représentation  des  fonctions  de  variables 
réelles  par  des  développements  en  séries  de  fonctions  continues  a 
donné  lieu,  dans  ces  dernières  années,  à  d'importants  travaux  dus  no- 
tamment, en  France,  à  MM.  Baire  et  Lebesgue.  M.  Baire  dit  que  de 
telles  fonctions  sont  de  classe  i,  les  fonctions  continues  étant  de  classe 
zéro.  De  tels  développements  sont  possibles  d'une  infinité  de  manières 
et  peuvent  notamment  prendre  la  forme  de  séries  de  polynômes. 

Je  n'ai  nullement  à  revenir  ici  sur  la  démonstration  abstraite  de  ces 
résultats  (voir  pour  cela  les  Leçons  sur  les  fonctions  de  variables 
réelles  de  M.  E.  Borel),  mais,  tout  au  contraire,  à  faire  remarquer 
que  nous  avons  obtenu  des  formules  explicites  d'accord  avec  les 
théorèmes  précités. 

Nous  sommes  partis  du  développement  de  f(x)  en  série  (B)  de 
cosinus  ou  de  sinus,  c'est-à-dire  de  fonctions  continues  très  simples, 
et  nous  nous  sommes  élevés  ensuite  à  des  développements  en  série  (E) 
(jui,  en  général,  n'auront  plus  des  termes  de  même  nature.  Et  comme 
la  fonction  E(.x-, 'j»)  est  arbitraire,  on  voit  la  vaste  indétermination 
formelle  de  ces  développements.  On  pourrait  même  les  transformer 
encore  en  remarcpiant  (pie,  l'intégration  en  ]/  une  fois  effectuée,  ils 
dépendront  formellement  des  constantes  t|;„  et  (j»,  ;  une  nouvelle  mulli- 
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plication  par  une  fonction  arbitraire  contenant  '\/^  et  -|/, ,  et  une  nouvelle 
intégration  par  rapport  à  ces  paramètres  constitueraient  une  transfor- 
mation qui  se  pourrait  répéter  indéfiniment. 


CHAPITRE  IL 


ÉTUDE    DES    SÉRIES    TRIGONOMÉTRIQUES    GÉNÉRALISÉES    HORS    DE    l'iNTERVALLE 
DANS    LEQUEL    ELLES    ONT    ÉTÉ    FORMÉES. 

7.  Considérons  l'intervalle  a,  |3  (toujours  au  point  de  vue  géomé- 
trique précédemment  adopté)  et  tous  les  intervalles  identiques  obtenus 
par  une  translation  faite  tout  le  long  de  Taxe  Ox  et  dans  les  deux 
sens  de  segments  tels  que  a,  (3  placés  bout  à  bout.  Ces  intervalles 
seront 

.,    fa_(p_a)],a;    a,  (i;    (3,[p +  (p_a)];    [^  +  (p-a)],  [?  +  2(P  -  a)]  ;    ..., 

et,  pour  plus  de  commodité,  nous  ferons  correspondre  à  chacun   un 
simple  numéro  d'ordre 

que  nous  appellerons  le  rang  de  l'intervalle. 

Si  /{x)  est  donné  dans  l'intervalle  de  rang  o  et  qu'on  y  représente 
cette  fonction  par  une  série  de  Fourier  ordinaire,  on  sait  que  cette 
série  reproduira  identiquement  f{x)  dans  tous  les  autres  intervalles, 
ce  qui  est  souvent  considéré  comme  une  propriété  caractéristique  des 
séries  de  Fourier  (à  tort,  ainsi  que  nous  le  verrons  plus  loin). 

Dans  un  ordre  d'idées  analogue  nous  allons  essayer  de  voir  ce  que 
les  séries  du  type  (E),  formées  pour  l'intervalle  de  rang  o,  représen- 
tent dans  tous  les  autres.  Le  résultat  nous  éclairera  définitivement 
sur  la  nature  des  séries  (E)  ainsi  que  sur  l'usage  qui  peut  en  être  fait. 

Nous  avons  dit  que  F(x,  (j^)  était  supposée  définie  pour  x  entre  —  ao 
et  4-00.  Nous  écrirons  F,j(a7,  ji)  lorsque  x  sera  dans  l'intervalle  de 
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rang  n  et  aura  pour  valeur  x  -\-  n(^  —  a).  Ceci  posé,  essayons  de  voir 
directement  ce  que  devient  le  numérateur  du  second  membre  de  (E) 
quand  x  y  est  remplacé  par  x-hn(i^  —  oc).  L'argument  k.,(x  —  H) 


augmente  de 


kyn{i^  —  a)  =  /?  (ivTi-h  'l>)'E^n^ 
et 

cos  p,    ^  r\  Il  (cosA'v(.r  —  E)  cosn']t  —  sin  k\{a;  —  ç)sinn^ 

sin  1^    ^^  -^  '^         (sin/:v(^  —  ^)  cos/i^j;  H-cosA'v  (a;  —  H)  sinn(|^ 

Comme  de  plus  la  formule  (E)  peut  être  appliquée  si  Ton  y  rem- 
place F(x,  ']/)  par  F(^,  '\')  .'  ■  j  puisque  ces  fonctions  satisfont  en- 
semble aux  conditions  de  Dirichlet,  nous  voyons  que  le  numérateur 
considéré  prend  d'abord  la  forme 

Il  n'y  a  pas  lieu  de  se  préoccuper  de  l'expression  analogue  en 
sin/i%(x  — ^),  car  elle  est  nulle  d'après  la  seconde  partie  de  la  for- 
mule (E).  Et  d'après  la  première  partie  de  (E),  l'expression  précé- 
dente est  égale  à 

En  résumé,  nous  devons  remplacer  les  formules  (E)  par  les  sui- 
vantes, 

(F)    A^)-^. — ^^^ = ^^""'   ^    ^°  .■^ ^ 

dans  lesquelles  . 2:  peut  varier  de  — ao  à  -h  30  et  où  il  faut  prendre  n 
égal  au  rang  de  l'intervalle  dans  lequel  se  trouve  x.  Si  n  =  o  on  re- 
trouve (E).  On  aurait  pu  croire,  au  premier  abord,  qu'il  y  avait  une 
didërence  profonde  entre  les  deux  formules  (E),  puisque  l'une  donnait 


GÉNÉRALISATION    DES    SÉRIES    TRIGONOMÉTRIQUES.  55 

/"(a?)  et  l'autre  identiquement  zéro  ;  on  voit  maintenant  que  ceci  est 
une  simple  particularité  relative  à  l'intervalle  de  rang  zéro. 

8.  Les  formules  (F)  vont  nous  donner  avec  plus  de  facilité  des  ré- 
sultats importants  si  nous  supposons  '];,  —  -po  =  271  ou,  plus  simple- 
ment encore,  '];,  =  211,  '\^^  =  o,  ce  qui  n'est  pas  moins  général.  Comme, 
par  hypothèse  ('),  F(x,  '>]>)  satisfait  aux  conditions  de  Dirichlet  aussi 
bien  par  rapport  à  ^  que  par  rapport  à  x,  nous  pouvons  poser 

(  F(^,  '-[/)  =  _^i^^  4- A,  (x)  cos'J>  +  A.,(x)cos'2'\/  -h... 
(  -i-B,  (.r)  sin'l -1- B2  (a?)  sm2'j;  4- ..., 

d'où 


^2  7C  -.2  1ï 


'      F(x,^)cosm'\id'\)=  TzA„^{x),       1      ¥(x,'\^)smm^d'^=:Tz}i^(x), 
si  bien  qu'ici  le  premier  membre  de  (F)  s'écrit 

(^)  /Wt4^!  ou  /(x)?4^, 

-^  «^  ^    ^  Ao  (  ^  )  "^  ^    ^  Aq  (  a;  ) 

suivant  qu'on  prend  dans  le  second  le  cosinus  ou  le  sinus. 

On  voit  que  les  séries  (F)  représentent,  dans  tous  les  intervalles  de 
rang  positif,  la  fonction  primitive  /(x)  multipliée  par  des  fonctions 
de  X  arbitraires  dans  chaque  intervalle.  Dans  l'intervalle  de  rang  zéro, 
f{x)  est  multipliée  soit  par  la  constante  1 ,  soit  par  la  constante  zéro, 
suivant  qu'on  prend  dans  (F)  les  cosinus  ou  les  sinus.  Quant  à  ce  qui 
se  passe  dans  les  intervalles  de  rang  négatif,  il  est  facile  de  voir  que, 
dans  l'intervalle  de  rang  —  n,  les  multiplicateurs  de  /(x)  du  premier 


(*)  Il  est  quelque  peu  superflu  de  s'embarrasser  ici  d'hypothèses  relatives  à 
F(j:-,  i];).  Tout  va  se  passer  comme  si  l'on  voulait  développer  F(a:,  ^)  en  série 
Irigonométrique  double.  (  Voir  à  ce  sujet  :  E.  Picard,  Traité  d'Analyse,  t.  I, 
2*  édition,  p.  294.) 
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membre  de  (F)  deviennent 

•h 


f'F(-a:,'^)2n'^d'i^ 


D'autre  part,  on  pourra  poser 


F(—  X,  '!)=  -^ H-  A,(—  a;)cos'^-^. .  .4-  B,(—  a.-)  sin'} -h. . ., 

d'où 

'      F(—  x,']/)cosm^  d'\^  =^'KAm(—  x)^ 
0 

'     F(— 37, '^)  sin/72']>û?'|  =  71  B^(— x). 

0 

Les  expressions  (2)  sont  alors  à  remplacer,  toujours  pour  l'inter- 
valle de  rang  —  n,  par 

Or,  ces  nouveaux  coefficients  de  f(x)  ne  sont  pas  moins  quelconques 
que  ceux  qui  figurent  dans  les  expressions  (2).  Donc  une  servie  trigo- 
nomctrique  généralisée  du  type  (F)  qui  représente  f{x)  ou  o  dans 
V intervalle  de  rang  o  (suivant  qu'on  y  prend  les  cosinus  ou  les  sinus) 
représente,  dans  tous  les  autres  intervalles,  f{x)  multipliée  par 
des  fonctions  de  x  qui  peuvent  être  données  à  l'avance. 

Une  seule  restriction  peut  provenir  des  conditions  de  convergence 
du  second  membre  de  (i).  Ainsi,  A„(a7)  et  B„(j7)  doivent  tendre  uni- 
formément vers  zéro,  quand  n  croît  indéfiniment.  On  pourrait  se 
demander,  il  est  vrai,  si  la  convergence  de  la  série  (i)  est  bien  néces- 
saire pour  ce  qui  précède  et  si  l'on  ne  pourrait  pas  considérer  cette 
série  comme  un  pur  symbole,  mais  cette  question  ne  paraît  pas  pré- 
senter grand  intérêt;  il  suffira  de  remarquer  que  les  A„  et  les  B„  peu- 
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vent  être  quelconques  dans   un  nombre  //ni  d'intervalles,   nombre 
d'ailleurs  aussi  grand  qu'on  le  voudra. 

Observons  encore  que  les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir  ne 
sont  pas  spécialement  particularisés  par  les  hypotlièses  -.p,  =  211, 
']>(,  =  o.  Soit,  par  exemple,  o  <  -j/^  <  '|,  <  271.  On  peut  alors  imaginer 
que  F{x,  ^J/)  est  nulle  dans  l'intervalle  o,  ']/„  et  dans  l'intervalle  'j;,,  2-, 
ce  qui  nous  ramène  au  cas  précédent.  Si  ']^q  et  'j»,  se  rapprochent  de 
manière  à  ne  plus  différer  que  de  d'\/,  l'intégration  par  rapport  à  '\/ 
disparaît  et  les  formules  (F)  redonnent  les  formules  (B). 

9.  Cas  où  F(x,  '^)  ne  dépend  pas  de  x.  —  Si  nous  remplaçons 
¥{x,  '-);)  par  une  fonction  ¥{'\i)  de  la  seule  variable  '|/,  les  formules  (F) 
deviennent  simplement 


(G)  /(^)  "■  *  ** 


'Vo  •  ^;  =  -«.      "  '^'' 


Là  encore,  on  pourra  supposer,  en  général,  que 

F(J;)  =  — -h  a,  cos'l*  H- aocoss'l» -h. . . 

(3)  1  2  f 

(  -h  ^,  sin^l» -h  60  sin  2'!» -+-. . . 

et  l'on  démontrera  comme  précédemment  que,  dans  l'intervalle  de 
rang  positif  n,  le  premier  membre  de  (G)  peut  s'écrire 

(4)  f(x)^        ou        /(,r)|. 

suivant  que  dans  (G)  on  a  pris  les  cosinus  ou  les  sinus.  Dans  l'inter- 
valle de  rang  —  n,  la  représentation  est  la  même  que  dans  l'intervalle 
symétrique  de  rang  n  (au  signe  près  si  l'on  a  pris  les  sinus).  Ici  se 
place  un  léger  paradoxe.  De  l'examen  des  expressions  (4),  il  semble 
que  l'on  puisse  conclure  qu'en  faisant 

«j,  r=  a,  ==  cfo  =^  . . .  et  o  =  bf  =  b.,=  . . . 

Journ.  de  Math.  (6'  série),  tome  IV.  —  Fasc.  1,  1908.  o 
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les  formules  (G)  doivent  naturellement  se  réduire  à  une  série  de  Fou- 
rier,  puisque  alors  la  fonction  représentée  dans  l'intervalle  de  rang 
zéro  se  répéterait  identiquement  dans  tous  les  autres  intervalles. 
Au  fond,  cette  conclusion  n'a  pas  de  sens  précis  parce  qu'alors  la 
série  (3)  est  divergente.  D'autre  part,  en  observant  que 


.27T  /i2Tl 


[F(^)  étant  nulle  s'il  le  faut  pour  •>[>  entre  o  et  tJ>o  et  entre  -j/,  et  2t:], 
on  voit  que  tous  les  <2„,  ne  peuvent  être  égaux,  ni  tous  les  b,„  nuls,  à 
moins  que  V('\')  ne  soit  identiquement  nulle.  Or,  on  peut  obtenir  cela, 
en  rapprochant  -j/,  et  '|o  dans  le  voisinage  de  zéro,  ce  qui  est  une  re- 
marque analogue  à  celle  du  paragraphe  précédent.  Alors,  la  for- 
ijiule  (G)  se  réduit  bien  à  la  formule  de  Fourier  ('). 

10.  Étude  des  formules  (B)  dans  un  intervalle  de  rang  quel- 
conque. —  Les  formules  (B)  déduites  de  (F)  ou  de  (G),  comme  il  a 
été  expliqué,  se  présentent  sous  la  forme 


^  _  2V7r  +  ^l; 


IV 


(3  — oc 


On  voit  très  aisément  ici  que  la  courbe  représentée  dans  Tintervalie 
de  rang  zéro  est  représentée,  dans  les  intervalles  suivants,  avec  toutes 

ses  ordonnées  multipliées  par  des  facteurs  de  la  forme    .    «'1,  ce  qui 

donne  finalement  une  ligne  discontinue  à  allure  sinusoïdale.  La  figure 
est  faite  en  supposant  que  Ton  prenne  les  cosinus  dans  (B').  Les  sinus 
auraient  donné  quelque  chose  d'analogue  avec  cette  seule  diflerence 


('  )  Les  résultats  de  ce  paragraphe  ont  été  communiqués  aux  Comptes  rendus 
(i6  juillet  1906).  Ils  forment  dans  cette  Note  une  seconde  moitié  indépendante 
de  la  première,  celle-ci  ayant  trait  à  certaines  remarques  sur  les  équations  aux 
dérivées  partielles,  remarques  qui  seront  Tobjel  d'une  réexposition  spéciale. 
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que  dans  o  nous  aurions  simplement  représenté  le  segmenta,  [3.  En 
général,  Tare  relatif  à  l'intervalle  o  ne  sera  jamais  reproduit  identi- 
quement dans  aucun  autre,  mais  ceci  se  produira  toutes  les  fois  que  'J; 
sera  commensurable  avec  2u.  Soit,  en  effet,  Lj;  =  2M'n:,  L  et  M  étant 


/ 

0 

1 

^^ 

L-T 

L 

L  +  1 

^ 

a 

P 

^^ 

\ 

cos 


des  entiers.  Lorsque  le  rang  n  atteindra  la  valeur  L,    .    w]^  prendront 

Tune  des  valeurs  i,  o. 

Dans  ce  cas  de  commensurabilité  de  '\)  et  de  2  7r,  on  peut  remar- 
quer qu'il  est  loisible  de  déduire  (B')  de  la  formule  de  Fourier  appli- 
quée d'abord  à  la  totalité  des  intervalles  o,  i,  2,  . .  .,  L  —  i ,  car  la 
représentation  y  est  identiquement  la  même  que  dans  les  intervalles 
L,  ...,  2L  —  I,  ...  formés  de  la  même  manière.  Mais,  si  l'on  établit 
ainsi  la  formule  (B')  ,  il  faut  démontrer  après  coup  qu'elle  est  encore 
valable  même  lorsque  ^|;  et  21:  ne  sont  plus  commensurables,  et,  incon- 
vénient encore  beaucoup  plus  grave,  on  fait  jouer  à  <\>  un  rôle  très 
artificiel  en  dissimulant  la  véritable  origine  de  ce  paramètre,  qui  tient, 
comme  on  l'a  vu  au  n°  1,  à  la  nature  même  des  fonctions  employées 
dans  les  développements  ici  étudiés,  sans  considération  préliminaire 
d'un  développement  déjà  formé. 

Les  formules  (B')  ont  encore  une  autre  importance  qui  provient  de 
ce  que,  en  les  élevant  au  carré  et  les  ajoutant,  on  a,  pour  représenter 
[y(.T)]-,  un  développement  curieux  au  point  de  vue  formel.  Mais, 
comme  dans  ces  conditions  [/(*")]'  ^^t  identiquement  représenté  dans 
un  intervalle  de  rang  quelconque,  on  peut  se  demander  (question  déjà 
rencontrée)  si  cela  n'implique  pas  que  le  nouveau  développement  ne 
soit  au  fond  qu'une  série  de  Fourier  déguisée.  Nous  allons  voir  qu'ici 
il  en  est  effectivement  ainsi,  mais  que  ceci  implique  cependant  de  nou- 
veaux résultats  dignes  d'attention. 
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11.  Relations  entrée  les  coefficients  du  développement  de  f{x) 
en  série  (B)  e/  ceux  du  développement  de  [f{x)Y  en  série  de 
Fourier.  —  Séparons  les  deux  formules  contenues  dans  (B). 

Les  sigmas  des  seconds  membres  peuvent  s'écrire  respectivement 

V      AvCos/fvic -I- Bvsin/fva?, 

V—  BvCos/fv^  H- Avsin/fv^, 
en  posant 

A,=  r/(^)cos/fvU^,        B,=  f  f{l)ûnKldl. 

^  a.  «^a 

Elevant  au  carré  les  sigmas  précédents  et  ajoutant  on  obtient,  après 
des  réductions  faciles, 

2  2 (  Av  Ax+v  +  B,  B),+,  )  cos ( A->,^,  —  A-, ) x 
-^-  (A,  Bx+v  -  A>.^vB,,)  sin(A>,^v  —  J^\)x- 


Or 


/iv  -T, —  >  A/4.V  —    Av  


2/.7: 


Donc 

[f(^)Y  =  (^4^  2;  i;( A.A,..  +  B.B,..)  cos^ 

+  (AvB).^,  -  A>,^,Bv)  sin^^|- 
Calculons  maintenant 

V  =  —oc  V  —  —00 

Dans  chaque  produit  d'intégrales  tel  que  AvAx+v  nous  pouvons,  dans 
le  second  facteur,  par  exemple,  remplacer  la  variable  d'intégration  H 
par  une  variable  auxiliaire  T,  ce  qui  permet  de  remplacer  ledit  pro- 
duit par  une  intégrale  double. 


GENERALISATION    DES    SERIES    TRIGONOMETRIQUES. 

La  première  des  expressions  (5)  devient  ainsi 


f3 


^2  r  rV(o/co^os^''''^^8L~J^~'^''^^^^^^ 


OU 


.p  /^p 


L'expression  analogue  contenant  des  sinus  est  nulle,  d'après  la  se- 
conde des  formules  (B);  d'après  la  première,  on  trouve  immédia- 
tement, pour  l'expression  précédente  et  pour  celle  qui  correspond  à  la 
seconde  formule  (5), 

(«)  j['^[/(i;)]=cos|M.rfi;,         ^'[/(Ç)].sin|M.rfî;. 

Si,  dans  le  développement  de  [/(>^)j',  on  met  ces  expressions  à  la 
place  des  expressions  (5),  on  retrouve  bien  une  série  de  Fouiier. 
Les  égalités 

V=-l-<«.  D 

sont  des  généralisations  d'égalités  analogues  données  par  M.  H.  Le- 
besgue  pour  les  séries  de  Fourier  (^Leçons  sur  les  séries  Irigonomé- 
triques,  1906,  p.  100).  On  voit  qu'une  série  (B)  contient  non  seule- 
ment un  paramètre  '\  dont  elle  est  au  fond  indépendante,  mais  que 
l'on  peut  former  avec  ses  coefficients  des  séries  de  formes  quadra- 
tiques qui  sont  dans  le  même  cas.  Pour  X  =  o,  la  formule  (H)  nous 
permet  d'exprimer  la  somme  des  carrés  des  coefficients  d'une  série  (B). 
On  trouve,  en  effet, 


V  =+00 


("')  F^  2  (A.^  +  Bî)  =/  \f{l)YdX,. 


12.  Exemples  explicites  de  séries   trigonométriques  générali- 
sées. —  Il  n'est  pas  beaucoup  plus  difficile,  en  général,  de  former  des 
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séries  (B)  que  des  séries  de  Fourier.  L'intégration  en  '\i  peut  être 
ensuite  plus  pénible,  mais  les  séries  (E)  n'en  sont  pas  moins  remar- 
quables parmi  des  séries  qui  dépendent  d'opérations  transcendantes 
pratiquement  et  même  symboliquement  inexécutables.  De  plus,  une 
série  (B)  étant  formée,  elle  peut  donner,  par  l'intermédiaire  des  for- 
mules (H)  et  (H'),  des  résultats  très  remarquables,  tels  que  des 
séries  arithmétiques,  des  séries  de  fractions  rationnelles,  etc.  Re- 
prenons les  formules  (B)  écrites  un  peu  plus  explicitement  comme 
suit  : 


o)        p  —  a   j^       ^sin  '  sin     "^     ' 

V  =  06 


2  VTT  -I-  C/ 


Av  et  Bv  ayant  les  significations  indiquées  au  paragraphe  précédent. 
Proposons-nous  de  développer  d'abord  une  simple  constante,  soit  i, 
en  série  (B)  et  cela  dans  l'intervalle  a  =  —  ir  à(3  =  -f-7:  qui  sera  ici 
l'intervalle  de  rang  zéro.  Une  série  de  Fourier  ne  donnerait  pas  à  pro- 
prement parler  un  développement,  non  pas  que  la  formation  en  soit 
impossible,  mais  parce  qu'elle  n'est  que  trop  simple;  tous  les  coeffi- 
cients du  développement,  sauf  le  premier,  seraient  nuls  et  l'on  aurait 
seulement  i  =  i .  Il  en  est  autrement  avec  une  série  (B). 

Tout  d'abord,  on  a  A"v=  v  H-  -^  =  v  h-  '>p'et,  pour  plus  de  simplicité, 

nous  supprimerons  l'accent  de  '\i' .  On  aura  ensuite 

A„=£"cos(v  +  ^)$'^?  =  ^^^^^;^". 

Bv=/       sin(v -h  ^jy)^c^^  =  o. 
Donc 

V  =  +« 

/    \  'V   sin(v  -I-  d;);:         .  ,  . 

(7)  '  =  û  2        v  +  ^      ^"^("  -^  ^>' 

V  =:  — 00 

Pour  1  =  o,  on  retrouve  l'identité  i  =  i .  Le  principal  intérêt  d'une 
telle  série  })rovient  des  relations  que  les  formules  (H)  et  (H')  vont 


GÉNÉRALISATION    DES    SÉRIES    TRIGONOMÉTRIQUES.  6^ 

donner  entre  ses  coefficients.  Ainsi  (H')  donne 


V  =  — ce 

d'où 


it*      yi       I 


2 


Cette  formule  subsiste  évidemment  si  l'on  y  considère  ^j^  comme 
une  variable  complexe.  Le  second  membre  est  une  série  de  fractions 
rationnelles  uniformément  convergente  que  l'on  peut  dériver  ou  inté- 
grer par  rapport  à  <]/.  De  plus,  comme  ^  est  arbitraire  on  peut,  dans 

les  formules  obtenues,  remplacer  '];  par '|.  On  a  ainsi  des  formules 

en  nombre  infini,  dont  voici  quelques-unes  qui  seront  utiles  un  peu 
plus  loin  : 

t:  cotTC'sp  =  "V  ^ j-j  11  tangu'j;  =  V 


7r^      ■^         I 


71' 


V 

TT^cosTidi  ^          I  7i^sin7r<| 

sin^7:<|>          ^(v-t-ij;)^'  cos^TT'j^ 

V 

Ti'*  1  +  2  cos-Tn];  "1^         I  t:'*  I  +  2  sin^7r4' 

3      •  sin*7:d;             -^(v  +  'j/)^'  3         cos^tt']; 


^ 

V     V  -\ —  vb 

2          ^ 

■2 

1 

V 

3 
1 

(-^*)' 


Ces  formules,  bien  entendu,  sont  faciles  à  obtenir  par  l'habituelle 
méthode  de  Cauchy.  L'intérêt  ici  consiste  à  les  obtenir  comme  résul- 
tant des  propriétés  des  coefficients  d'une  série  (B). 


15.  Développons  maintenant  —  de  —  u  à  -h  ir.  On  a  sans  peine 


64 
Donc 


A,     BUHL. 


X 

1 


I       X7    rsin(v  4- 4^)71  /  IX     1sin(v  +  J> 


'h)x 


Pour  'vp  =  o,  on  retrouve  la  formule  bien  connue 

f    \  X         sin^         ûx\ix         sinSjr 

(9)  7  =  — --^-^r----- 

Si  nous  reprenons  la  série  précédente,  la  formule  (H')  nous  donnera 


V=  -1-  « 


2  t:    ^^    (  V  4- 


V  =  —  » 


(v  +  .^r 


sin(v  +  d;)7r 


71  COS 


-10  /^  ~f~^    ^=) 


ce  qui  peut  s'écrire 

Ç  =  sin^Ti'J;  ^  —1-,  -  271  sin7r'^  costi'^  ^  T^W» 


H-  t:'  cos' 


'^'lUn; 


(v  +  4.r 


C'est  là  une  formule  récurrente  qui  pourrait  servir  à  calculer  une 
des  sommes  considérées  au  paragraphe  précédent,  lorsqu'on  en  connaît 
deux  autres.  On  la  vérifie  immédiatement,  les  trois  sigmas  qu'elle 
contient  étant  connus  d'après  les  formules  terminant  le  n**  12. 


X- 


14.   Cherchons  encore  à  développer  -r-  toujours  dans  le  même  inter- 
valle. Cette  fois  Bv  est  nul  et  l'on  a,  tout  calcul  fait, 


(,o) 


T=  —    "S       —  sin(v  H- •J;)7: 


71 


C()s(v  -h  t|i)7r        sin  (v  4-  J>)r"]  cos(v  4-  ^|')'^ 


v  -h  J^ 


( 


(v  4-  J>)r"|  cos(v 


^ 


Pour  'sp  =  o,  on  a 

I 

4  271  ^  \   2  V 


x*  I     ■y^  /tt*  SinVTI 


COSVTI            SinVTT 
71 : ::—   1  COSVa:. 
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Le  terme  qui  correspond  à  v  =  o  se  présente  alors  sous  une  forme 
indéterminée,  mais  on  trouve  sans  peine  que  sa  vraie  valeur  est  —  et 
le  développement  précédent  devient 

/s  £c^        i:^         C0SJ7        cos2.r        cos3^ 

ce  qui  est  encore  un  résultat  bien  connu.  La  formule  (H')  nous  donne- 
rait ici 


7r*  "<ç^ 

■5=  Z 


Tl- sin-K'l)  2  7rCOS7l'];  2sill7T'|i 


2 


ce  qui  prend  encore  facilement  la  forme  d'une  formule  récurrente  rela- 
tive aux  sommes  déjà  considérées. 

iô.  Sur  r intégration  et  la  dérivation  des  séries  (B).  —  Peut-on 
admettre  que  les  séries  (B)  sont  intég-rables  ou  dérivables  en  même 
temps  que  les  séries  de  Fourier  que  l'on  en  tire  pour  t|'  =  o.  Il  est 
facile  de  voir  que  la  réponse  est  affirmative  si  toutefois  on  remarque 
qu'une  certaine  série  (B)  et  sa  fonction  primitive  peuvent  ne  se  corres- 
pondre qu'à  la  condition  de  donner  à  la  constante  d'intégration  la 
forme  d'une  série  (B).  Ainsi  (i  i)  ayant  pour  dérivée  (9),  (10)  doit 
avoir  (8)  pour  dérivée.  Mais  cela  n'est  immédiatement  vérifîable  qu'en 
remarquant  que,  dans  le  second  membre  de  (10),  on  peut  poser, 
d'après  la  formule  (7), 

V^    71-  sin(v  +  J;)Tr          ,            i  x             71* 
> ^^ j^^^-cos(v -f- -i/jx  = 

V  =  —  00 

Cette  précaution  prise,  la  dérivation  est  immédiate  et  redonne  bien 
la  série  (8).  Par  contre  (8)  ne  saurait  donner  (7)  par  dérivation,  mais 
cela  n'a  rien  d'extraordinaire,  puisque  (9)  n'est  pas  dérivable. 

16.  Développements  de  sinm.r  et  de  cosmx.  —  Prenons  encore, 
comme  exemples  simples  et  remarquables,  les  développements  en 
série  (B)  de  sinmx  et  de  cosmx,  m  étant  un  nombre  quelconque.  On 
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trouve  facilement 
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smmx 


cos  m  X 


^         ' ^ ^-f-    cos(v  H-.'J;)a.'. 

/7Î  +  V-1-J/J  ^  '"^ 


•■  =  f.  2  (-')• 


m  —  V  —  vj; 


La  formule  (H')  nous  donne  maintenant 

V  —  —  « 

On  peut  déduire  de  là 

2 îc*  =  sin-  ( m  —  'i;  ) u  7, ; r^  H-  sin*  ( m  +  'i/ ) 71 N ; > 

ce  qu'il  est  facile  de  vérifier. 

On  voit  suffisamment  par  ces  exemples  comment  l'existence  d'un 
développement  en  série  (B)  entraîne  l'existence  de  plusieurs  autres 
séries  intéressantes  et  élégantes. 

17.  Remarques  sur  l'intégration  lelative  à  ■\i.  —  Les  quelques 
exemples  qui  précèdent  montrent  que  des  séries  (B)  fort  simples  ne  se 
laissent  pas  facilement  Intégrer  par  rapport  à  '^,  s'il  s'agit,  bien 
entendu,  d'une  intégration  explicite.  Mais  cette  difficulté  peut  être 
déplacée  de  façon  remarquable.  Considérons  à  nouveau  le  numérateur 
du  second  membre  de  (K)  ou  de  (F).  On  peut  l'écrire,  en  modifiant 
un  peu  la  forme  de  ']^, 

On  voit  alors  que,  si  l'on  convient  de  coninienccv  par  V intégration 
relative  à  '>];,  celle-ci  sera  exactement  de  même  nature  que  si  Ton  se 
proposait  de  développer  F(:r, 'j')  en  série  trigonométrique.  La  plus 
grande  complication  sera  alors  reportée  sur  l'intégration  en  E.  Gomme 
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exemple  extrêmement  simple,  prenons  la  série  (B), 


V   =+  00 


/W=5'i   2  /     f{l)cosl(v-^)(x-',)]dl, 


V  =  —  00      —  t: 


faisons  ¥(x,^)=  i,   c'est-à-dire  multiplions  simplement   par  d'\i  et 
intégrons  entre  —  u  et  -t-  tc;  on  aura 


V   =+   00 


V  = —  oo 

Cette  formule,  qui  représente  f{x)  dans  l'intervalle  de  rang  zéro 
(—71,  -f-ir),  représente  identiquement  zéro  dans  tous  les  autres,  ce 
qui  ressort  clairement  du  procédé  de  formation.  La  méthode  employée 
permettrait  évidemment  de  former  beaucoup  d'autres  séries  analogues. 
Enfin,  pour  ¥{x,  tj;)  =  i ,  t^/j,  =  o,  ']^^  =  271,  on  tire  de  (F) 

ou,  comme  il  est  facile  de  le  voir, 

o  271/      J         .'v^/  sin     \  ^/  ^ 

1  -'a      «^  —  00 

Le  second  membre  ainsi  obtenu  doit  représenter  f{x)  (ou  zéro) 
dans  a,  ^  et  toujours  zéro  hors  de  a,  [3.  Or,  c'est  là  la  formule  bien 
connue  de  Fourier  où  ne  figurent  que  des  intégrales  et  non  des  sigmas. 


CHAPITRE  IIL 

APPLICATIONS    ET    PROPRIÉTÉS    DIVERSES    DES    SÉRIES    GÉNÉRALISÉES. 

18.   Représentation  des  fonctions  ponctuellement  discontinues. 
■  Considérons  une  série  (B)  ou  plus  généralement  une  série  (E), 
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dans  laquelle  F(^,  ']/)  est  fonction  continue  de  x  et  de  \.  Si  dans  l'une 
des  séries  en  question  on  ne  prend  qu'un  nombre ^/i2  de  termes,  on  ne 
construira  jamais  ainsi  autre  chose  qu'une  fonction  continue,  tout 
comme  dans  le  cas  d'une  série  trigonométrique  ordinaire.  Cependant, 
si  l'on  prend  une  infinité  de  termes,  on  représente,  en  général,  une 
fonction  discontinue,  car  il  n'y  a  aucune  raison  pour  qu'il  y  ait  partout 
raccordement  entre  les  diflérents  segments  de  courbe  qui  se  trouvent 
dans  des  intervalles  de  rangs  consécutifs.  Avec  la  terminologie  adoptée 
par  M.  R.  Baire  {Leçons  sur  les  fonctions  discontinues,  1900^,  on 
peut  donc  dire  que  les  fonctions  discontinues  représentées  par  les 
séries  trigonométriques  généralisées  sont  des  fondions  limites  de 
fonctions  continues.  Nous  allons  voir  comment  la  considération 
des  séries  généralisées  permet  de  mettre  en  lumière  certains  faits 
concernant  les  fonctions  discontinues  de  façon  particulièrement 
simple. 

Commençons  d'abord  par  le  cas  exceptionnel  où  la  formule  (G) 
permettra  la  représentation  d'une  fonction  continue  dans  le  champ  réel 


Fig.  3. 


B' 


-2 


indéfiniment  étendu  dans  le   sens  positif,  c'est-à-dire  formé  par  les 

intervalles  de  rangs  o,  i,  2, Soit,  pour  simplifier,  un  segment  de 

droite  considéré  dans  l'intervalle  de  rang  zéro  et  dont  les  extrémités 
ont  pour  ordonnées  i  et  a  (a  <[  i). 

Si  nous  prenons  la  série  (G),  susceptible  de  représenter  ce  segment 
dans  l'intervalle  zéro,  cette  même  série  représentera  dans  les  inter- 
valles suivants  un  segment  analogue  formé  en  multipliant  les  ordon- 
nées du  premier  par  des  constantes  —,  —,•••,  et  les  conditions  de  rac- 
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cordement  entre  tous  ces  segments  seront 

«1  «2  2 

Par  suite  (n°  9), 

F('X')=  aA-  4-  acosJ;  +«- cos 2 '!'-+-...)  =  <^o( — r-^ — ;  —  - V 

Dans  les  intervalles  de  rang  négatif,  on  obtient  alors  des  segments 
B'C,  CD',  ...  respectivement  placés  dans  —  i,  —2,  ...  comme  BG, 
CD,  . . .  dans  1,2,  ...  et  il  est  clair  qu'alors  le  raccordement  est  impos- 
sible. Si  à  AB  on  avait  substitué  un  segment  curviligne  ayant  mêmes 
extrémités,  les  conclusions  auraient  été  identiques  et,  en  résumé,  on 
peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Une  série  (G)  représente,  en  général,  une  ligne  ayant  pour  dis- 
continuités les  extrémités  d'un  intervalle  de  rang  quelconque.  Il 
peut  y  avoir  exceptionnellement  continuité  quand  on  passe  de  tout 
intervalle  de  rang  nul  ou  positif  au  suivant  et  l'on  obtient  alors 
une  ligne  à  points  anguleux  situés  sur  la  courbe  exponentielle 

y  =z  a'\         X  =^  nÇ^  —  ce). 

Observons  toujours  que  ceci  suppose  a  <^  i.  Pour  «  ^  i  on  obtien- 
drait les  raccordements  dans  l'ensemble  des  intervalles  de  rang  négatif. 

19.  Si,  d'une  série  (G),  nous  revenons  à  une  série  (E),  nous  recon- 
naîtrons immédiatement  qu'une  question  analogue  à  celle  que  nous 
venons  de  résoudre  ne  se  pose  plus.  A  coup  sûr,  si  l'on  part  d'une 
fonction  continue  dans  tout  l'intervalle  de  rang  zéro  et  que  l'on  con- 
struise une  série  (E)  quelconque  (*)  pour  l'y  représenter,  il  arrivera, 
en  général,  que  la  fonction  ainsi  construite  entre  — co  et  -1- oo  sera 
continue  dans  l'intervalle  de  rang  zéro  et  dans  tous  les  autres,  mais 
discontinue  quand  on  passera  d'un  intervalle  à  un  autre.  Mais  cela 
n'empêche  pas  que  ces  dernières  discontinuités  n'existent  qu'en  géné- 

(')  G'esl-à-dire  telle  que  ^{x.  ^)  n'y  soit  pas  particulièrement  déterminée. 
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rai  et  non  de  façon  inévitable.  Nous  avons  vu,  en  eflet,  en  écrivant  la 
formule  (E)  sous  la  forme  (F)  qu'elle  représentait y^(a;)  dans  o  et  cette 
fonction  multipliée  par  des  fonctions  arbitraires  (  '  )  dans  tous  les  autres 
intervalles.  Cela  permettra  évidemment  de  supprimer  autant  de  discon- 
tinuités qu'on  le  voudra. 

Revenons  au  cas  général.  Soit  o(x)  le  second  membre  de  (E).  C'est 
là  une  fonction  de  x  dont  nous  connaissons  parfaitement  l'allure  entre 
—  oc  et  4-  ce.  Soit  A"  un  nombre  entier  et  considérons  o{kx  -+-  ce),  ce.  et 
P  étant  toujours  les  limites  de  l'intervalle  de  rang  zéro.  Les  disconti- 
nuités de  cette  nouvelle  fonction  seront  définies  par 

(i)  /fx  H- a  =  a  H- m(^  —  a)         ou         x=-r('^  —  y.). 

Donc  ^(kx -h  a)  est  une  fonction  ayant,  comme  o{x)^  des  disconti- 
nuités équidistantes,  mais  elles  sont  d'autant  plus  rapprochées  que  k 
est  plus  grand. 

20.  Fonctions  discontinues  dans  tout  inleî^valle .  —  En  partant 
de  ce  qui  précède,  on  peut  construire,  avec  une  extrême  facilité,  des 
fonctions  discontinues  dans  tout  intervalle  d'un  type  analogue  à  celui 
de  certaines  fonctions  déjà  construites  par  M.  G.  Darboux,  dans  son 
Mémoire  sur  les  fonctions  discontinues  (Annales  de  V Ecole  Nor- 
male, 1875).  Ces  fonctions  sont  développables  en  séries,  dont  les 
termes  ne  sont  que  ponctuellement  discontinus.  D'après  la  terminolo- 
gie de  M.  Baire,  elles  sont  de  classe  2.  Soit  la  série 

(2)      ^{x)  =  a,(p(^'  -h  a)H-  aa0(2x  -+-  a)-h  a3!p(3x'  H-  a)-h. .  ., 

qui,  avec  les  hypothèses  faites  pour  la  construction  de  ^,  est  unifor- 
mément convergente  si  a,  -h  a^  +«3-1-...  est  absolument  convergente. 

Pour  X' =  -T-(P  —  a),  le  terme  d'indice  A"  el  tous  ceux  d'indice  mul- 
tiple de  A  sont  discontinus. 

Donc  <ï)(as)  est  une  fonction  discontinue  pour  toutes  les  valeurs  de  x 

(')   Fondions  assujetties  cependant  à  rendre  convergente  la  série  (i)  du  n°  8. 
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commensurables  avec  [^  —  a,  mais  continue  pour  toutes  les  autres 
valeurs  de  x. 

On  peut  former  des  exemples  plus  intéressants  encore.  Soit  y  =-'\  (oc) 
une  courbe  continue,  dont  l'ordonnée  y  varie  de  — oo  à  -h^:^,  lorsque  a; 
parcourt  un  intervalle  d'extrémités  à  distance  finie.  Une  telle  courbe 
sera  coupée  au  moins  en  un  point  par  une  parallèle  à  l'axe  des  x,  ce 
qui  revient  à  dire  qu'une  équation  telle  que 

(3)  •\/{x)  =  oc  -h  m{^  —  a) 

aura  au  moins  une  racine,  lorsque  le  second  membre  y  sera  considéré 
comme  une  simple  constante.  Par  suite,  cette  équation  aura  une  infi- 
nité de  racines  correspondant  chacune  à  une  valeur  de  l'entier  m.  Soit 
maintenant  la  série 

(4)  (^(x)  =  a,(f['\f,(x)]-ha.,o[^.(x)]-h..., 

où  ^,,  <«p2,  . . .  sont  des  fonctions  du  type  ]>.  On  conçoit  que  $  (a;)  puisse 
être  dans  ces  conditions  une  fonction  admettant  pour  discontinuités 
les  racines  de  toute  une  classe  d'équations  (algébriques  ou  transcen- 
dantes), en  entendant  par  classe  d'équations  l'ensemble  des  équations 
de  même  forme,  mais  de  coefficients  différents. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  de  telles  considérations  qui 
seraient  mieux  à  leur  place  dans  une  étude  sur  les  fonctions  de  va- 
riables réelles  et  rentrent  d'ailleurs  dans  le  problème  de  la  construction 
de  fonctions  discontinues  pour  tous  les  points  d'un  ensemble  dénom- 
brable. 

21.  Application  du  procédé  de  sommation  de  M.  Fejér  aux 
séries  trigonomélriques  généralisées.  —  Dans  un  court  mais  très 
intéressant  Mémoire  intitulé  Uniersuchungen  uber  Fouriersche 
Reihen  {Mathematische  Annalen,  t.  LVllI,  1904),  M.  Fejér  ap- 
plique aux  séries  de  Fourier  un  procédé  de  sommation  étudié  dans  le 
cas  des  séries  entières  par  MM.  Borel,  Mitlag-Leffler,  etc.  Il  montre 
que,  si  s^  est  la  somme  des  n  premiers  termes  d'une  série  de  Fourier, 
la  limite  de  l'expression 

5,  -+  .9.,  -I-  . . .  +  s„ 
n 
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pour  n  croissant  indéfiniment,  est,  en  général,  la  même  que  celle  de  5„. 
Bien  plus  l'expression  précédente  peut  avoir  une  limite,  5„  n'en  ayant 
pas,  d'où  la  notion  de  série  trigonométrique  divergente  et  som- 
mable  (*).  Je  vais  montrer  ici  que  la  méthode  de  M.  Fejér  s'ap- 
plique aux  séries  (B)  ou  (F).  Commençons  par  étudier  les  séries  (B). 
Posons 


V=H-CT 


(5)  *»  =  ^  2  /  ADZ ^'(^ -  5)'^-   ^"■'  = 


71 

2V7:  rt  I 2C5 

2 


t-" 


a 


V  =— CT 


en  reprenant  les  mêmes  notations  qu'au  n°  5,  car  il  sera  intéressant  de 
comparer  les  résultats  obtenus  dans  ce  numéro  avec  ceux  que  nous 
allons  obtenir  maintenant.  D'après  une  identité  déjà  employée,  on  a 


•'^-  ^-a, 


De  plus 


(2CT  +  i)7r 


x-l 


et. 


simr 


X  —  t 


cos 
sin 


TT                 \  ^  — ^ 
20  U ■- 

2  '  /  p  —  a 


dl. 


[3- 


a 


nT  =  n  — 1 


2  -n  [( 


^ 


2G7  -i-  1)7:  ^ 


[3-aJ 


sin-  «Tî 


x-c, 


a 


ci' 


sin- 


a 


donc 


^ft+5i  + 


"  '  -,KP-«)X  -^^^^ 


sin-'  «71 


.r 


[3  —  a  cos 


sin-7: 


c,    sin 


(i-^Of^]"^- 


(3-« 


Toujours  comme  au  n*'  3,  posons 


x-l 
(3  — a 


.r 


S  — a 


r.  -  '^ZUl  rl.> 


n 


7r 


"  I   1 


il  viendra 


P_.r 


>0  ^^•'l 


/i  7^'i  J       _        sur  y    Sin  L  71  \     '         '^/J     \  "^ 


(3-a 


P-« 


(')    l^oir  la  note  placée  à  la  fin  du  Mémoire. 
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Il  nous  reste  à  chercher  la  limite  de  cette  expression  pour  n  croissant 
indéfiniment.  C'est  là  une  étude  absolument  analogue  à  celle  de  l'in- 
tégrale de  Dirichlet  qui  se  rencontre  quand  on  fait  la  sommation  des 
termes  d'une  série  de  Fourier. 

M.  Fejér,  qui  a  étudié  cette  intégrale  dans  le  cas  un  peu  plus  simple 

où  le  facteur  *^?^  -  (29  —  -  )  n'y  figure  pas,  fait  à  son  sujet  des  re- 
marques aussi  importantes  que  judicieuses.  Contrairement  à  ce  que 
l'on  pourrait  croire  au  premier  abord,  elle  est  plus  simple  que  celle  de 
Dirichlet.  Dans  cette  dernière,  en  efi"et,  figure  un  quotient  de  sinus  qui 
change  de  signe  de  plus  en  plus  fréquemment  lorsque  n  croît,  tandis 
qu'ici  un  pareil  quotient  figure  par  son  carré,  lequel  garde  un  signe 
invariable.  Ceci  entraîne  que  l'intégrale  ici  considérée  peut  être  éva- 
luée au  moyen  du  premier  théorème  de  la  moyenne,  tandis  que  l'inté- 
grale de  Dirichlet  nécessite  l'emploi  moins  simple  du  second. 

Comme  au  n**  3  nous  remarquerons  que  zéro  est  compris  entre  les 

deux  limites  tt  et  '^'^ — >  et,  par  suite,   l'intégrale  précédente 

pourra  se  scinder  en  les  deux  suivantes, 


j-  ■  a 
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Tin  J^  sin^y     sin  Ltt  \  2  ^/J      \  7i      /       '  ' 

Y  ayant  été  changé  en  —  y  dans  la  seconde.  Ce  sont  là  des  intégrales 
de  la  forme 

J      nsin-y   '  ^  '  /      ' 

et  l'on  sait  que  (^voir\^.  Fejér,  loc.  cit.,  p.  55) 

lim  J  =  -  4'(o)- 
Donc 

Journ.  de  Math.  (6'  série),  tome  IV.  —  Fasc.  I,  1908.  'O 
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si  l'on  a  pris  les  cosinus  dans  (5  );  le  second  membre  est  à  remplacer 
par  zéro  si  l'on  a  pris  les  sinus.  On  voit  que  le  résultat  est  entièrement 
analogue  à  celui  qu'on  obtient  en  sommant  directement,  terme  à 
terme,  une  série  (B). 

22.   Pour  simplifier  l'écriture,  supposons   que  f{x)  soit  continue 
dansa,  p,  et  posons 

o  5o  H- 5)  -H  .  .  .  +  .?„-,  o      

-5«= »  ^0  —  O, 

d'où 

/(a;)  =  S,  -h(S2  —  S,)-h(S3  —  S,)-!-.  ... 

Observons  de  plus  les  identités 

sin*nô         sin^(n  —  i)9  «cos2(«— i)9  —  (n  —  \)co^inQ  —  i 

n%in^é         (/i— i)sin^9  2n(/î  —  i)  sln-^ 

k—n  —  i 


ni  n  —  i)    ^^ 


A  =  i 


Le  dernier  membre  est  la  dérivée,  par  rapport  à  G,  de 


A  =  /!  —  1 


V  sin2A0  = 

A=l 


sin(/i  —  i)6sinnd  cosô  —  cos(2«  —  i)5 

/i  {n — ijsin^  2n(n  —  i)sin^ 


Dans  ces  conditions  on  forme  facilement  S,^  —  S„._,  et  l'on  conclut 


,'.  ,   ,    sin(« — 1)7175 ^s'm/iTT^ 


(•)  '^r^lj^^^^ 


n  =  i     ""  1  n{n  —  i)sin7r 


a: 


P 


a 


cos 
sin 


i--/)?^]'''' 


Ce  sont  là  des  séries  d'un  nouveau  type  entièrement  comparables 
aux  séries  (B). 

Dans  un  intervalle  de  rang  quelconque  elles  représentent  exacte- 
ment ce  que  représente  une  série  (B)  dans  le  même  intervalle.  En  par- 
ticulier, pour  49  =  "^^5  l'i  formule  (1)  donne  une  série  entièrement 
comparable  à  la  série  de  Fourier  et,  par  suite,  le  fait  de  représenter 
une  fonction  donnée  dans  V  intervalle  de  rang  zéro  et  de  la  répéter 
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identiquement  dans  tous  les  autres  intervalles  n*est  pas  une  pro- 
priété caractéristique  de  la  série  de  Fourier. 

Remarquons  que  de  la  série  (I)  on  pourrait  essayer  d'en  déduire 
d'autres  en  réappliquant  le  procédé  qui  a  été  appliqué  à  (B).  La  somme 
des  n  premiers  termes  de  (I)  est  S„  et  Ton  pourrait  alors  chercher  la 
limite,  pour  n  croissant  indéfiniment,  de 

O]   +   O2  ~\~  '   •    ■  "f"   Jtl 


n 


Mais  c'est  là  une  étude  que  je  me  borne  à  signaler  et  qui,  indéfini- 
ment poursuivie,  conduirait  vraisemblablement  à  une  infinité  de  séries 
jouissant  des  propriétés  des  séries  (B)  ou  de  la  série  de  Fourier.  On  se 
reportera  à  ce  sujet  aux  Comptes  rendus  du  i3  janvier  1908. 

25.  On  voit  maintenant  sans  peine  que  le  procédé  de  sommation 
précédent  s'applique  aussi  bien  aux  séries  généralisées  du  type  (F).  Il 
suffirait  de  raisonner  comme  au  numéro  précédent,  en  convenant  de 
reporter  toujours  à  la  fin  des  calculs  les  intégrations  par  rapport  à  <\i. 
La  conclusion  serait  la  même  qu'au  n°  3. 

Ce  sont  là  des  résultats  remarquables,  non  seulement  quant  aux 
séries  ici  étudiées,  mais  aussi  quant  à  la  méthode  de  sommation  due  à 
Gesàro,  à  MM.  Mittag-Leffler,  Borel,  etc. 

Observons  aussi  que,  si  une  série  (F)  a  été  employée  à  la  représen- 
tation d'une  fonction  ayant  des  expressions  diverses  et  données  à 
l'avance  dans  des  intervalles  de  rangs  différents,  il  y  aura,  en  général, 
une  infinité  d'autres  séries  permettant  une  représentation  identique. 

21'.  Remarques  sur  les  solutions  des  équations  linéaires  aux 
dérivées  partielles.  —  Reprenons  la  formule  (I)  pour  49  =  ir,  a  =  o, 
[3  =  271.  Elle  s'écrit  alors,  en  utilisant  l'une  des  identités  précédentes  et 
en  remplaçant  x  par  G, 

7(6)  =:-^  rf{i)di+y-  rf(i)'y''"']''^^---Ui 

«  =  2  A^=  1 

Le  second  membre  est  évidemment  une  fonction  périodique  de  6 
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admettant  la  période  2-û.  Considérons  maintenant  Texpression 


.27t  ^27t  A-_/i-l 


u.=rj  /(^)'^^+2:i/  /(^)i:^"':::fiV"-^^- 


,,  =  2  »  A-  =  l 


C'est  une  solution  de  l'équation  de  Laplace 

d^V        I  d^U        I  OU 


àr^         /•-   dd-'   "^  /•  dr 


=  o. 


Or,  U,  est  de  période  27:  par  rapport  à  9  et  prend  sur  le  cercle 
/•  =  I  la  valeur  y(6).  Comme  il  ne  peut  y  avoir  qu'une  solution  de 
cette  nature  (principe  de  Diricblet)  il  faut  conclure  que  \J ^  est  identi- 
quement équivalente  à  la  solution  de  Poisson 


>2Tr  ^2TZ 


Remarquons  que  dans  les  solutions  U,  et  Uj  ce  sont  toujours  des 
termes  de  la  forme  r'^cos/z(G  —  ^)  qui  figurent  dans  les  intégrales, 
mais  ils  sont  rassemblés  dans  U,  de  manière  à  donner  une  série  conver- 
geant tout  autrement  que  Uj. 

On  peut  ajouter  aussi  que  la  méthode  de  sommation  de  M.  Fejér 
n'est  pas  essentiellement  distincte  de  la  méthode  analogue  relative  aux 
séries  entières.  Considérons  les  deux  développements  suivants,  qui 
jouent  un  rôle  capital  en  Physique  mathématique  et  en  Astronomie  : 


logy/i  H-  'i/'COsO 


/  -  = 


/•cosô         /-cosaô         /'^cosSô 


I 


arc  tansr >,  = 

^    I   +  /•COS0 


I 


D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,   les  deux  seconds  membres 
peuvent  être  remplacés  respectivement  par 

/•COS0         /-cosô — r^cosaô         rcosô  —  /•''cos'2  9 -f- /"'cosS^ 
1.2  2.3  >.  I  ' 

/•sillô         rûnO —  i-?,\x\iQ         /•  sin  9 — r- sin  2(5  4- /•' sin  36 
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Or,  les  deux  premiers  développements  s'obtiennent  directement  en 
partant  de 

-2  ^3 

iog(i  +  ^)=  Y  -^^y  "•••' 

et  en  posant  z  =  re^'-  ;  en  réunissant  de  même  les  deux  derniers  on  trouve 

log(i  +  ^)=-^^+îf^H  3_^ 


—  s^H-z» 


formule  facile  à  établir  directement.  On  voit  par  cet  exemple  élémen- 
taire que  la  possibilité  de  sommer  de  manières  différentes  une  série 
trigonométrique  découle  d'une  possibilité  de  même  nature  relative 
aux  séries  entières. 

25.  Reprenons  maintenant  les  formules  (G)  du  n°  9  et,  pour  sim- 
plifier récriture,  considérons  uniquement  le  numérateur  du  second 
membre  où  l'on  prendra  seulement  le  cosinus  et  a  =  o,  [3  =  ir..  Ce 
numérateur  pourra  alors  s'écrire 


v  =  o     "         ■'^» 


Imaginons  ensuite  que  l'on  forme  une  nouvelle  expression  en  par- 
tant de  celle-ci  dans  laquelle  on  mettrait  r''"^'^  en  facteur  devant 
cos[(v  H-  '})(x  —  ^)]  et  r^"*  en  facteur  devant  cos[(v  —  <|')(^'  —  ^)J. 
L'expression  ainsi  formée  serait  bien  encore  une  solution  de  l'équation 
de  Laplace  primitivement  considérée;  de  plus,  elle  représenterait 
/(x)  [ou/(6)]  sur  le  cercle  r  =  i,  mais  à  la  condition  que  x  (ou  G)  ne 
croisse  pas  au  delà  de  21:,  sans  quoi,  d'après  les  propriétés  reconnues 
à  la  formule  (G),  c'est  le  produit  de  /{x)  par  une  certaine  constante 
qui  serait  représenté,  constante  qui  changerait  à  nouveau  lorsque  la 
variable  franchirait  la  valeur  4i^  et  ainsi  de  suite. 

Physiquement  on  pourrait  se  représenter  une  surface  de  Riemann 
formée  de  feuillets  circulaires  (de  rayon  i)  superposés  dont  les  lignes 
de  passage  seraient  des  rayons.  Sur  le  pourtour  du  feuillet  supérieur, 


78       A.     BUHL.    —     GÉNÉRALISATION    DES    SÉRIES    TRIGONOMÉTRIQUES. 

la  température  serait  /(O)  et,  sur  les  pourtours  des  second,  troi- 
sième, etc.  feuillets,  les  températures  seraient  respectivement  a,y(0), 
«2/(^)5  etc.  Nous  aurions  alors  construit  une  fonction  représentant 
la  distribution  des  températures  dans  la  surface  précédente. 

Notre  étude  pourrait  encore  conduire  à  d'autres  comparaisons. 

Prenons  d'abord  une  ordinaire  série  de  Fourier  construite  dans 
l'intervalle  de  rang  zéro  pour  y  représenter  une  fonction  de  variable 
réelle  f{x).  L'expression  ainsi  formée  ne  changera  pas  quand  x 
augmentera  d'un  multiple  de  [3  —  a  et  par  suite  elle  est  comparable  à 
une  fonction  analytique  uniforme  dans  une  aire,  laquelle  ne  change 
pas  quand  la  variable  tourne  autour  d'un  point  quelconque  de  cette  aire. 

De  même  f{x)  représenté  par  une  série  (B)  se  multiplie  par  cer- 
taines constantes  quand  on  passe  d'un  intervalle  à  un  autre  ;  elle  est 
ainsi  comparable  à  une  fonction  analytique  dans  le  voisinage  d'un 
point  de  ramification,  car  une  telle  fonction  se  multiplie  aussi  par  cer- 
taines constantes  quand  la  variable  tourne  autour  dudit  point. 

Si  la  constante  'j»  est  commensurable  avec  2-  (^voir  n"  10)  les  diffé- 
rents facteurs  constants  de  f{x)  seront  en  nombre  fini  et  nous  serons 
dans  un  cas  analogue  à  celui  de  la  fonction  multiforme  à  un  nombre 
fini  de  branches  z^.  Dans  le  cas  tout  à  fait  général,  les  fonctions 
représentées  par  des  séries  qui  les  modifient  complètement  quand  la 
variable  change  d'intervalle,  pourront  être  comparées  aux  fonctions 
analytiques  dont  les  déterminations  se  modifient  de  même  quand  la 
variable  tourne  autour  de  certains  points  singuliers. 

Note.  —  Depuis  que  ce  Mémoire  est  écrit  (février  1907),  j'ai  obtenu  de  très 
grands  perfectionnements  quant  à  la  sommabilité  des  séries  {Comptes  rendus, 
2  avril  et  i4  octobre  1907;  Bulletin  des  Sciences  niathéniati<iues,  juin  et 
décembre  1907).  Dans  le  Bulletin  de  décembre  on  trouvera  notamment  une  for- 
mule de  sommabilité  concernant  les  séries  de  Laurent  et  des  premières  indica- 
tions sur  la  possibilité  d'en  faire  une  formule  concernant  les  séries  de  Fourier,  car 
les  nouveaux  résultats,  obtenus  d'abord  dans  le  champ  complexe,  peuvent  se 
transporter  dans  le  champ  réel.  Ils  entraîneront  d'autres  publications  où  les 
n*"*  21  et  suivants  du  présent  Mémoire  seront  considérablement  généralisés.  On 
trouvera  une  Note  toute  récente  Sur  la  sommabilité  des  séries  de  Fourier 
dans  les  Comptes  rendus  du  i3  janvier  1908. 
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Sur  les  équations  aux  intégrales  réciproques  ; 


Par  m.   C.   POPOYICI. 


Dans  le  présent  Mémoire  je  vais  exposer  une  question  qui  offre  un 
intérêt  spécial,  par  le  fait  qu'elle  regarde  à  la  fois  l'Analyse,  la  Géo- 
métrie et  la  Mécanique,  et  aussi  par  les  rapports  de  symétrie  qui 
existent  entre  les  différentes  conséquences  qu'elle  entraîne. 

Mon  étude  est  divisée  en  deux  Parties.  Dans  la  première  Partie  je 
traite  le  problème  au  point  de  vue  de  l'Analyse  et  de  la  Géométrie 
avec  les  applications  qu'il  offre  à  la  théorie  des  groupes.  Dans  la 
deuxième  je  donne  l'interprétation  mécanique  du  problème. 

Une  partie  de  ces  résultats  a  été  communiquée  à  l'Académie  des 
Sciences  (22  avril  1907)  et  le  cas  de  deux  variables  a  été  développé 
dans  un  article  paru  dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathématique 
(T.  XXXV,  fasc.  II). 

PREMIÈRE  PARTIE. 

I.  Nous  appellerons  équations  aux  intégrales  réciproques  deux 
systèmes  d'équations  différentielles  : 

(i)  ^  =,,,■=  ^f^i^  =dx^, 

^  ^  "1  "«-1  ' 

(2)  dx^^^^^djc^^y  ^dXn, 

OÙ  r,,  ..  ,  p„. .^  sont  le  système  fondamental  d'intégrales  premières  des 
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équations  (i)  et  u^,  ...,  «„_,  le  système  fondamental  d'intégrales  pre- 
mières des  équations  (2). 

Pour  trouver  un  système  de  fonctions  u  et  v  satisfaisant  à  notre 
problème,  nous  devons  intégrer  le  système  de  2(71  —  r)  équations  aux 
dérivées  partielles  non  linéaires  suivantes  : 


Je  vais  démontrer  d'abord  que,  quel  que  soit  le  procédé  par  lequel 
on  obtienne  un  système  de  solutions,  les  -2(11  —  i)  relations  finies  qui 
les  définissent  sont  toujours  réductibles  à  la  forme 

(4)  37^=  F;i(m, ,...,«„_,)  +  $;.((',,...,  P,,_,)        (k  =  i,  ...,  n), 

(5)  >^y(«, ,.•.,««-.)=  !^y(^i5  •••,  ^«-.)         (y  =2,  ...,  /i-l). 

Nous  arriverons  à  ce  résultat  même  par  des  conclusions  remar- 
quables. 

Considérons,  tout  d'abord,  les  deux  équations  linéaires  suivantes  : 

(6)  U(.-)  =  «,5;^+...+  »„_,^;^+j^  =  0, 


dz  dz  dz 


(7)  ^(^)=^'di;-^— ^^--<â^-^5i 


==0, 


w,,  ...,  Uf^^^\  p,,  ...,  p,j_,   étant  des  solutions  supposées  connues  du 
problème. 

Ces  deux  équations  sont  en  involution. 

En  efTel,  on  a 


k  —  n—l 


U[V(.-)|-V[U(:)]=2[U(r,)-V(a,)]^. 


*  =  1 


Cette  expression  est  identiquement  nulle  en  vertu  des  équations  (3). 
Il  résulte,  d'après  la  théorie  de  Jacobi  et   Mayer,  que  les  équa- 
tions U(-)  =  o  et  V(ir)  =  o  admettent  n  —  2  intégrales  communes. 
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Les  relations  (5)  sont  déjà  établies. 

Une  conséquence  géométrique  de  ce  dernier  résultat,  c'est  que  les 
deux  congruences  de  caractéristiques 

u^^=^  a^^  . ..  y  u,j_,  =  afi.^ , ,  r,  =  t?, ,  . .. ,  ^n-t  ^^^  ^«-i 

admettent  une  famille  de  surfaces  à  deux  dimensions  communes  : 

(8)  k.:,=  'k.,{u,,    ...,  U„_,) fin-^  =  '^n-i(^i^,   ■',   f^n-i), 

(9)  ^2=F«-2(^.,    •••,    tV,),  ...,  /f„_,  =  [A„_,(t'n    •••>    ^n-s)- 

Ces  surfaces  dépendent  de  n  —  2.  paramètres  k.,,  ...,  k,^_^  ;  nous  les 
appellerons  surfaces  intégrales  communes. 

Voyons  maintenant  comment  sont  distribués  sur  chacune  de  ces 
surfaces  les  deux  faisceaux  de  courbes  u  et  p.  Pour  cela  remarquons 
que,  pendant  un  déplacement  suivant  une  courbe  m,  =  a,  caractéris- 
tique du  système  (2),  toutes  les  courbes  (7=  />/  qui  la  rencontrent  ont 
leurs  tangentes  parallèles  aux  points  d'intersection;  en  outre,  les 
cosinus  directeurs  de  ces  tangentes  sont  exprimés  précisément  par  les 
nombres 


a,  a 


n  '\ 


y/a* -I- .  .  . -t- a,^,  _ ,  4- I  v/a^ -t-.  .  . -t- a;^,_, -I- i         \/a\-\-  .  .  .-f-  a,^_,  -f-  i 

Il  en  résulte  que  les  caractéristiques  constituent  deux  faisceaux 
de  courbes  de  translation  sur  chaque  surface  intégrale  commune; 
ces  surfaces  sont  par  conséquent  des  surfaces  de  translation  et  s'ex- 
priment par  des  relations  de  la  forme 

(10)  xj,  =  f/,(u;k.„  ...,  k„_,)-h(^k(^;  k.,,  ...,  kn_,) 

(A'  =  I,  ...,  /*); 

M  désignera  une  fonction  arbitraire  de  m,,  ...,  w„_,  et  v  une  fonction 
arbitraire  de  c,,  ...,  ç„_^  ;  les  paramètres  A^,  ...,  k^^,  seront  les  indices 
d'une  telle  surface  dans  l'espace  à  n  dimensions. 

Pour  des  valeurs  constantes  des  k^,  ••.,  Avi?  les  équations  (8),  (9) 
ou  (10)  nous  représentent  la  même  surface;  en  vertu  de  ces  équations 
la  famille  de  surfaces  (10)  peut  s'exprimer  sous  la  forme  (4),  (5). 

Journ.  de  Math.  (6*  série),  tome  IV.  —  Kasc.    I,   1908.  '  I 
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Ces  équations  expriment  que  les  caractéristiques  intégrales  de  l'une 
des  équations  U(j)  =  o,  par  exemple,  sont  engendrées  par  le  mouve- 
ment de  translation  d'une  surface 


sur  une  surface  fixe 

($)     x-;  =  a>,(p,,  ...,cv,_,), 


•  5 


•  5 


^  rt  —  ^  7!  \  ^^  n   •  •  •  7  ^n—  I  ) 


<=^«(<',,    •••,    f„_,), 


ce  mouvement  n'étant  pas  arbitraire,  mais  réglé  par  les  équations  (5) 
qui  expriment  une  correspondance  entre  les  courbes  de  la  surface  F  et 
celles  de  la  surface  4>,  de  telle  façon  que,  lorsque  la  surface  F  glisse 
sur  une  courbe 

de  la  surface  <1>,  ce  sont  les  points  de  la  courbe  correspondante 

dont  les  trajectoires  sont  des  caractéristiques  du  système  (r).  Nous 
appellerons  pour  celte  raison  les  surfaces  F  et  <I>  surfaces  gé/iéra- 
ti'ices. 

II.  Passons  maintenant  à  l'intégration  du  système  (3),  c'est-à-dire 
à  la  recherche  des  fonctions  F,  $;  X  et  [x.  Pour  cela  appliquons  aux 
équations  (4)  et  (5)  les  opérations  U(z)  et  V(::)  en  tenant  compte 
des  équations  (3).  Nous  aurons  les  relations 


u,  =y¥\  \}{u,), 


k 


(")  ( 


'=21'';:  u^„,), 

k 


(1-2) 


> 

/. 
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OÙ  l'on  a   mis,  pour  abréger,  — -  =  F^*,    etc.;    k  =  i, 


àuk 


n  —  \ 


y  =  2,  ...,  /t  —  I. 


Pour  que  ces  équations  soient  compatibles  par  rapport  aux  expres- 
sions U(Myt)  et  V(p^),  il  faut  que  F„  et  $„  soient  des  intégrales  des 
équations  linéaires 


D 


II, 


u 


n-\ 


f: 


F' 


p/i-1 


p«   I 

ni 

âV 


o. 


A  = 


n-\ 


$: 


dvx 


O 


«-I 


$ 


—  O, 


où  les  fonctions  F,,  ...,  F„_,;  $,,  ...,  $„_,  peuvent  être  choisies  à 
notre  gré;  ce  sont  des  fonctions  arbitraires  de  l'intégration;  quant 
aux  fonctions  X^,  ...,  \i-^\  [J^-o,  ...,  [i.«_,,  elles  doivent  être  des  inté- 
grales des  équations  homogènes  correspondantes, 


Do  = 


u^ 


u 


ft— I 


o 


duy 


F'' 


F'-  ' 


o, 


A„  = 


^«-, 


o 


o: 


o 


"- 1 


$ 


"-1 


<ï) 


d\i. 


=  o. 


Le  problème  est  ainsi  réduit  à  l'intégration  de  deux  équations 
linéaires  à  //  —  i  variables  D  et  A.  On  pourrait,  par  cette  méthode, 
trouver  une  infinité  d'intégrales  des  équations  réciproques;  mais  nous 
allons  voir  qu'il  n'est  pas  besoin  d'intégrer  aucune  équation  pour 
avoir  des  solutions  satisfaisant  à  notre  problème. 

A  cet  effet,  proposons-nous  de  résoudre  le  problème  qui  correspond 
à  deux  surfaces  génératrices  données  d'avance, 


cela  revient  à  se  donner  déjà  une  intégrale  de  chaque  équation  D  et  A. 
On  peut  résoudre  d'un  seul  coup  le  problème  par  rapport  à  un 
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groupe,  de  2.(n  —  i)  surfaces  génératrices  associées, 

x:  =  F^(x-\,...,xl,),         xl  =  ^%x%...,xl,) 
(i=i,  . ..,  n  —  i), 

c'est-à-dire  en  se  donnant  d'avance  /?  —  i  intégrales  des  équations  D 

et  A,  et  chercher  les  fonctions  F;t("n  •  •  •?  "«-Oj  ^a(^'i'  •  •  -5  ^"«-i)'  *^"' 
en  d'autres  termes,  la  représentation  paramétrique  de  ces  surfaces  qui 
correspond  à  notre  problème. 

En  prenant  comme  variables  x\ ,  ...,  x,',  et  x'^,  ...,  xl,  les  équa- 
tions D  et  A  peuvent  s'écrire  (  '  ) 

àF     ,  .    „  (?F      .     \D(F,,...,F„_,) 


()<t>  â^  \  D(<D,,...,a»„_,) 


,^^i+--.+r„_,^^,  ^  H-'  )  D(,.;.... ;.■„_,)  -'''■' 

comme  F,,  .,.,  F„_,;  O,,  ..,,  4>„  ,  désignent  des  variables  indépen- 
dantes, on  obtient,  en  exprimant  que  F'  et  <^'  sont  des  intégrales,  les 
équations 


1  "'*'/;-) 


,   (i  ~  i,  . . .,  n  — i). 

(i4)     ^'.^+-+^"-.^:^  +  '-o 

Ces  équations  nous  donnent  m,,  . . .,  m„_,  et  p,,  . . .,  p„_,  en  fonction 
des  xl  et  xl;  mais  si  l'on  veut  avoir  le  problème  résolu  par  rapport  aux 
deux  surfaces  génératrices, 

les  équations  (i3),  (i4)  et  ces  deux  dernières  nous  donnent  x\,  ...,  x^ 


(  '  )   En  efTet,  on  a 

D(F„...,F„_.F)  D(F, F„_,F)        D(F, F„_,) 

<^F  '^F  \D(F,,....F„_,) 


'^F.       ■■•"""   '<^F„_,    •  VD(".,... ,««-.) 
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et  j:,J,  ...,  x;^;  c'est-à-dire  F,,  . . .,  F„  et  $,,  .  . .,  4>„  en  fonction  de 

Quant  aux  fonctions  Xo,  ...,>;„_,;  [JI2,  ...,  [x„_,,  ce  sont  des  intégrales 
des  équations 

dl  dl  dix  du 

par  suite,  les  À  et  fji  seront  des  fonctions  des  expressions  F' — F*  et 
0'  —  $*  que  l'on  a  exprimées  en  fonction  de  u  et  p.  On  aura,  par  suite, 
comme  intégrales  communes  les  relations 

L,(F'  _  F^  . . .,  F'  -  F«-')  =  M/$'  _  $2     . .,  $'  _  $«-«) 

(y  =  2,  ...,/z--  i), 

où  les  fonctions  hj  et  Mj  peuvent  être  choisies  arbitrairement;  ce  fait 
exprime  que  nous  sommes  libres  de  choisir,  à  notre  gré,  la  correspon- 
dance entre  les  courbes  des  deux  surfaces  génératrices  par  rapport  aux- 
quelles on  se  propose  d'exprimer  les  intégrales. 

III.  Considérons  le  système  d'équations  non  linéaires  suivantes  : 

f 

(3)'     ) 


-««-.)^-- 

•  •  1  A„_,(m, ,  . 

..  +  B«_,(r,,  . 

(k=l,.. 

.,/^-I), 

les  fonctions  données  A,,  . . .,  A„_,;  B,,  . ..,  B„_,  étant  supposées  dis- 
tinctes. 

Ce  système  peut  aussi  s'intégrer  par  les  méthodes  données  précé- 
demment. On  peut  d'ailleurs  le  réduire  à  la  même  forme  que  les  équa- 
tions (3),  en  prenant  comme  inconnues  les  expressions  A  et  B,  et  ainsi 
l'on  arrive  au  système  de  2(/î  —  i)  équations 

A(B,)=o,         B(A,)=o. 

Les  fonctions  m  et  p  jouissent  des  mêmes  propriétés  générales  que 
les  intégrales  des  équations  (3),  à  savoir  :  elles  peuvent  se  déterminer 
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sans  aucune  quadrature;  les  équations  linéaires 

A(-)  =  A,(m,,  ...,U„    ,)^  -t-...-|-A„_,(«n  .-M^^Ti-.) 


âz 


âz 


B(:?)  =  B,(P,,...,P„_,)~+...H-B„_,(P,,  ...,  t;„_,)^-^  ^dJ'n 


o, 


=  o 


sont  en  involution;  les  deux  congruences  de  caractéristiques  u  et  v 
admettent  une  famille  de  surfaces  intégrales  communes,  sur  lesquelles 
les  deux  faisceaux  de  courbes  u  et  v  sont  des  courbes  de  translation. 
Les  intégrales  se  présentent  sous  la  même  forme  (4),  (5);  en  leur 
appliquant  les  opérations  A  et  B,  on  obtient  les  équations 


(")' 


(■2) 


a,=2;f*a(«,), 

k 

k 


,,/i, 


A„  =  B„  =  I , 


J 


2,  ...,/î  -I 


Les  fonctions  F  et  $  sont  déterminées  par  les  équations 


D  = 


I 


F' 
F.'. 


F'î 


n    \ 
-I 


/{ 


=  o, 


A  = 


B 


I 


a> 


"  -I 


0' 

*     Êi 


=  o 


et  les  fonctions  À  et  jj.  par  les  équations  homogènes  correspondantes. 
Une  propriété  géométrique  intéressante  est  la  suivante  : 

//  existe  un  ensemble  de  points  formant  une  courbe  suivant  les- 
quels les  deux  congruences  de  caractéristiques  se  raccordent. 
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Cette  courbe  est  donnée  par  les  équations 

A„_,(?^,,  ...,;/„_,)  =  B„_,(p,,  ...,(^„_,). 

Cet  ensemble  peut  constituer  même  une  surface  à  p  dimensions  si 
p  de  ces  équations  se  trouvent  parmi  les  n  —  i  intégrales  communes 
des  équations  A(«)  et  B(:j),  ou  plus  généralement  si  les  équations  de 
notre  courbe  se  réduisent  seulement  à  n  —  p  ~\  équations  distinctes, 
en  vertu  des  n  —  2  relations  qui  constituent  les  intégrales  communes. 
Si  une  caractéristique  u  traverse  cet  espace  en  un  point  x\^  . . .,  a?",  la 
caractéristique  p,  qui  passe  par  ce  même  point,  le  traverse  aussi  avec 
la  même  tangente.  Si  la  caractéristique  u  contient  un  arc  entier  situé 
dans  cet  espace,  toutes  les  caractéristiques  v  qui  la  rencontrent  en  un 
point  de  cet  arc  auront  une  portion  commune  avec  la  caractéristique  u 
qui  sera  constituée  par  cet  arc  dans  toute  sa  longueur. 

Les  équations  réciproques  et  la  théorie  des  groupes. 

Les  intégrales  des  écpiations  réciproques  jouissent  de  belles  pro- 
priétés au  point  de  vue  de  la  théorie  des  groupes  que  nous  allons  divi- 
ser en  deux  catégories  : 

i"  Groupes  d'opérations  qui  transforment  un  système  donné  d'in- 
tégrales en  un  nouveau  système  d'intégrales  des  mêmes  équations 
linéaires; 

2**  Groupes  qui  transforment  un  système  d'intégrales  en  un  nouveau 
système  appartenant  aux  équations  non  linéaires. 

Cette  dernière  propriété  nous  permettra  de  déduire  d'un  système 
de  solutions  connues  une  infinité  de  solutions  dépendant  des  fonctions 
arbitraires. 

Nous  allons  démontrer,  en  outre,  que  ces  opérations  forment  un 
groupe,  non  seulement  au  point  de  vue  de  transformer  les  intégrales 
les  unes  dans  les  autres,  mais  que  le  produit  de  plusieurs  opérations 
peut  être  remplacé  par  une  seule.  On  obtient,  par  ces  transformations, 
des  intégrales  appartenant  à  un  même  groupe. 

I.   Considérons  le  système  général  de  1(^11  —  i)  équations  (3)'.  De 
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ces  équations  nous  avons  déduit  les  équations  (i  i)'  et  (12)'  qui,  réso- 
lues par  rapport  aux  expressions  A(wa)  <3t  B(p;t),  nous  donnent  des  re- 
lations de  la  forme  , 


(0 


Ces  relations  expriment  que  les  fonctions  m,,  ...,«„_,,  p,,  ..., 
p„_,  forment  un  groupe  par  rapport  aux  opérations  A  (s)  et  B  (  z). 

Toutes  les  fonctions  F(m,,  . . .,  «„_,),  $((^,,  .. .,  f„_,  )font  partie  du 
groupe.  Quelle  que  soit  une  fonction  H(m,,  ...,  w„_,),  il  existe  une 
fonction  F(w,,  . . .,  w„_,)  qui  donne 

A[F(w,,  ...,//„_,)]  =  H(w,,  .. .,  «„_,). 
On  n'a  qu'à  chercher  une  intégrale  de  l'équation 

«,(«,,...,  w„_,)^-4-...-l-  <:/„_,(«,,  ...,  "n-O-jj^  =n{Ut,  ...,f/„_,j. 

Pour  H  =  o  on  obtient  les  intégrales  communes  des  équations  A  (z) 
et  B(z).  Si  nous  répétons  sur  a^^(yU^^  . . .,  «„_,)  et  bk{^\,  . . .,  („_,  )  les 
opérations  A(2:)et  B(z),  nous  obtenons  évidemment  des  intégrales 
des  mêmes  équations  Unéaires  B(z)  =0  et  A  (s)  =  o. 

11  est  intéressant  de  démontrer  directement  cette  propriété  que  les 
fonctions  «  et  c  forment  un  groupe. 

A  cet  efTel,  remarquons  que,  les  équations  linéaires  étant  en  involu- 
tion,  nous  pouvons  écrire 

A[B(„,)]-13[AK)J  =  ., 

(  A  =  I , //  —  I  ) . 

A[B(.,)J-B|A(^,)|  =  o 

Or,  comme  on  a 

A(^'a)  =  o,  B(w^;  =  o, 
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il  en  résulte 

B[A(«,)l  =  o,  A[B{i^,)]  =  iy. 

Donc  les  expressions  A(M;t)  sont  encore  des  intégrales  de  Téquation 
B(z)=  o  et  B(çf,)  des  intégrales  de  l'équation  A(z)  =  o.  Il  s'ensuit 
que  l'on  aura 

A{U^)  =  ak{u,,  .  ..,  M„_,),  B(P;t)  =^^A(^n  •••5  ^n-^)^ 

Ces  intégrales  ne  forment  pas  toujours  des  systèmes  fondamentaux, 
les  fonctions  a^  et  b^  n'étant  pas  nécessairement  distinctes. 

II.  Nous  sommes  en  possession  d'un  nouveau  moyen  d'intégrer  le 
système  (3)'.  Remarquons,  en  effet,  que  notre  problème  se  réduit  à 
l'intégration  du  système  (i)  qui  a  l'avantage  sur  le  précédent  d'être 
séparé  par  rapport  aux  inconnues  m,,  ...,  «„_,,  d'une  part,  et  p,,  ..., 
p„_,,  de  l'autre. 

Les  i(n  —  i)  équations  non  homogènes  (i)  sont  en  réalité  des  inté- 
grales intermédiaires  du  système  (3)'  et  les  fonctions  «,,  ...,  a„_, , 
^,,  . . .,  ^„_,  sont  des  fonctions  arbitraires  de  l'intégration. 

Pour  trouver  les  fonctions  w,,  ...,  w„_,,  nous  sommes  conduits  à 
considérer  le  système  de  caractéristiques  suivant  : 

.     ^  cix^  djC/i^i  .       dux   du„__i 

(  2  )  -r—   =  .  .  .  =    -^^  =  dX„  =    -—    = — 

Désignons  \es  n  —  2.  intégrales  des  dernières  n  —  1  équations  carac- 
téristiques par 

(3)  M2  =  "X-(m,;  A-2,  ..., /f«_,),     ...,     M„_,  =  X«-'(w,; /tj,  ..., /f„_,). 

Remplaçons  dans  a,,  A,,  ...,  A„_,  les  expressions  Wa,  ...,  w„_,  par 
ces  valeurs  et  désignons  par  a*,  A^  ...,  A,^_,  les  expressions  ainsi 
obtenues. 

Considérons  enfin  les  intégrales 
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Les  fonctions  w,,  ....  u^^t  intégrales  des  équations 
seront  données  par  des  équations  de  la  forme 

(A  =  I,  ...,  //   -  i), 

où  X.,  ...,)v„_,  sont  les  valeurs  de  /fa,  ...,  A-„_,  tirées  des  équations  (3); 
on  suppose  également  que  Ton  ait  remplacé  dans  les  intégrales  effec- 
tuées I,,  ...,I„  les  expressions  k^,  ...,  A-„_,  par  ces  valeurs.  Quant 
aux  fonctions  U/,,  elles  sont  arbitraires  tant  que  les  fondions 
^aC^o  •  •  •)  ^n-i)^^^  sont  pas  données;  autrement  elles  dépendent  exclu- 
sivement de  la  forme  de  ces  fonctions. 

Pour  une  détermination  des  fonctions  u^,  ...,  m„_,,  la  deuxième 
série  d'intégrales  p,,  . . .,  t^„_,  sera  donnée  par  les  relations 

r   "l  ''^l('-'l>     •  •   •'    '•/<-!)     __  _        B„-i(<'i,    .  .  .,  t>„-i) I ^ 

D(^2,  .  .  .,  .r„)  D(a-,,  .  .  .,  j?„_.2,  ^-h)  D(a.-,,  .  .  .,  a-.,_,) 

iJl.  Pour  justitier  notre  méthode  il  faut  démontrer  que  les  fonc- 
tions p,,  ...,  p„_,  sont  en  réalité  des  intégrales  de  l'équation  A  (s)  =  o, 
et  cela  quelles  que  soient  les  fonctions  a^,  ...,  ««_,,  dont  nous  avons 
affirmé,  sans  le  démontrer,  que  l'on  est  libre  de  les  prendre  arbi- 
traires. 

Cela  va  résulter  du  théorème  suivant,  plus  général,  qui  contient  la 
réciproque  de  ce  que  nous  venons  d'établir  et  qui  est  très  remarquable 
par  son  dualisme  : 

Si  les  fonctions  w,,  ...,  Un  t  forment  un  gi'oi/pe  par  rapport  à 
l'opération 


TT  '    \  âz  âz  dz 


a 


lors 
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1°  Les  fondions 


„    _     ^(u^^k)  Ta/,.    _\  D(//, //„„,) 


(  A-  =  I ,  . . . ,  /i  —  I  ) 


>  •^'« ,' 


forment  aussi  un  groupe  par  rapport  à  V opération 

dz  dz  dz 


V(^)  =  P, 


dx^       '    '         "   '  dxn.  1         dx„ 


2"  Le*  deux  groupes  de  fonctions  M^,  ...,  m„_,,  p,,  ...,  p„_,  ad- 
mettent un  sous-groupe  d^ ordre  n  —  i  commun. 

3"  Les  équations  U(z)  ^=  o  et  V(:r)  =  o  sont  en  involution. 

4"  Chacune  de  ces  équations  admet  n  —  i  intégrales  fondions 
de  ses  coefficients,  et  ces  intégrales  sont  justement  les  solutions 
communes  des  équations  considérées. 

5°  Les  fondions  m,,  .  ..,  w„_,  sont  les  intégrales  de  l'équation 
V(z)  =  o,  et  (^,,  ...,  r„_,  les  intégrales  de  l'équation  U(z)  =  o. 

Considérons  l'expression 

U|V(:)]-V|U(.-))  =  H(.-). 

On  a,  par  hypothèse, 

\]{Uk)  =  a,,{u^,  ...,  «„_,) 
et 

V(//,.)  =  o 

par  la  définition  même  des  fonctions  v. 

Il  en  résulte 

U(u,)  =  o. 
Or 

H(-)=V[U(.,)-V(^,)]^- 
On  aura  donc  les  /^  —  i  équations 


àlik      ,1  ,     TT/,.         N     àuk 


U(..)ir:+|.-.  +  U(.„.,)g^ 


=:   o. 
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On  suppose 

D(«i,  ■ . .,  «„_))     /  ^ 
D(a:,,  .  .  .,  .r„_,)    /       ' 

car  autrement  les  quantités  p,,  .  .  .,  p„_,  seraient  infinies. 
Il  s'ensuit  que  l'on  aura  forcément 

U(p,)  =  o,  ...,  Il  ((;„_,  )  =  o. 

La  dernière  partie  de  notre  théorème  est  démontrée. 
Il  en  résulte  que  Ton  aura  H(z)  =  o.  Donc  U(::)  et  V(z)  forment 
un  système  en  involution,  ce  qui  donne 

UlV(.,)]-V[U(p,)]-o. 
Or 

U(c-,)  =  o. 
Donc 

Les  fonctions  v  forment  aussi  un  groupe  par  rapport  à  l'opération 
V(^). 

Enfin,  on  voit  aisément  que  les  n  —  i  intégrales  de  chacune  des 
équations 


6,(r,,  . . .,  ('«-.)j|r  +•  •  •+  ^«  .(<^.-  •  •  -,  ^v.) 


1  '^'«-1 


=  o 


sont  des  intégrales  communes  des  équations  U(z)  =  o,  V(^)  =  o  et 
fonctions  des  coefficients  mêmes  de  ces  équations. 

Ces  conclusions  subsistent  aussi  dans  le  cas  où  les  fonctions  «,,  . .  ., 
M„_,  forment  un  groupe  par  rapport  à  une  opération  A  (s). 

IV.   Ce  théorème  nous  impose  logiquement  le  problème  suivant  : 

Etant  donné  un  système  de  fonctions  //,,  .  ..,  w„_,,  reconnaître 
s'il  existe  un  système  de  fonctions 
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telles  que  les  fonctions  w,,  .  . .,  w„_,  forment  un  groupe  par  rapport 

à  l'opération 

L     dz  .  dz  dz 

Pour  trouver  si  ces  fonctions  existent,  remarquons  que  les  fonctions 


P 


k 


A(//,  ^„_,) 


doivent  être,  dans  ce  cas,  les  intégrales  de  l'équation  A(ô)  =  o. 

Supposons  que  ces  fonctions  soient  distinctes.  Alors,  les  fonctions 


•  1 


A ,  (  // , ,  •  •  . ,  w„_ ,  J  —  A  ,  (^  ^" , ,  .  .  . ,  Xji  ) , 
seront  données  par  les  équations 

A    (t  r        N_     ^(^'.-^a)        ■ 

J\kK^,,  ...,.r„_,;_  A(<s.r„_,) 

et  ces  fonctions  elles-mêmes  seront  les  intégrales  de  l'équation 

V(5)  =  o. 

Ainsi,  il  existe  un  système  de   fonctions   A, (a,,  .  .  .,  w„_,), 
A„_,(m,,  . .  .,  w„_,)  de  la  nature  indiquée,  si  les  identités 


o 


A,  (a;,,  .  .  .,  a;„)  ^^    -h. .  .  4- A^_,(a7, ,  .  .  .,  a;,,)  ^^  ^    -^  ^^ 

(A-  =  I ,  .  .  . ,  /i  —  1  ) 

sont  vérifiées. 

Le  problème  se  réduit  donc  à  la  vérification  des  identités  ration- 
nelles par  rapport  aux  expressions  données  m,,  . .  .,  m„_,. 

Enfin,  si  dans  les  expressions  A,  (a;,,  . . .,  a7„),  . . .,  A;j_,  (.r,,  . .  .,  a;„) 
on  prend  comme  variables  u^,  . . .,  w„_,,  a;„,  la  variable  Xn  disparaîtra 
et  l'on  aura  les  fonctions  cherchées  A,,  ...,  A„_,  en  fonction  de 
w,,  . . .,  w„_,,  dans  le  cas  où  nous  avons  appris  qu'elles  existent. 
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V.   Dans  le  cas  particulier  où  le  nombre  des  variables  est  pair,  soit 
2/î,  et  où  l'expression 

admet  un  facteur  intégrant,  nous  tombons  sur  des  groupes  de  Lie. 

Désignons  par  u  l'intégrale  que  l'on  obtient  avec  un  facteur  inté- 
grant. On  a  les  parenthèses  de  Poisson  : 

(Hç,)  =  0  (ï  =  I,    .  .  .,  2/Z  —   l), 

i^i^k)  =  l>iA^\,  ■  •  -,  ('2«-. )         (i,  A'  =  ' ,  •  •  .,  '2/1  -  I). 
D'après  le  théorème  fondamental  de  Lie,  le  système  d'équations 

doit  être  en  involution.  On  voit  bien  que  u  est  l'intégrale  commune. 
Remarquons  que  u  doit  être  une  fonction  de  ( , ,  ,  . .,  ^an-ti  car  on  a 

(mm)^o. 

VL   Nous  allons  résoudre  maintenant  le  problème  suivant  : 

Élanl  donné  un  système  de  fonctions  u^,  ...,  w,,_,  satisfaisant 
aux  relations 

A,  (^  W, ,   .  .  . ,  W„_,  )  -j-^       h  .  .  . 

-J-  A„_,(W,,   ...,  «„-,), T7 ^  ;)T~  =«A(Wn   ...,   Un-^), 

trouve?^  les  surfaces  de  translation  {surfaces  génératrices  et  sur- 
faces intégrales  communes)  qui  correspondent  à  ces  fonctions. 

On  se  propose  de  trouver  la  solution  du  problème  sous  la  forme 

Xi=¥i{u,,  ..  .,  //,,_,) -h  <I>/(i',,  ...,  v„_^), 
'kj(u^,  ..  .,  w„_,)  =  u.j(v,,  .  .  .,  P„_,). 

D'après  les  équations  connues  (i  i)',  on   voit  que  les  fonctions  F, 
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sont  respectivement  des  intégrales  des  équations 
et  les  fonctions  X^  des  intégrales  de  l'équation 

Ces  intégrales  ne  peuvent  pas  être  prises  arbitrairement  ;  elles  dépen- 
dent de  la  forme  sous  laquelle  on  nous  donne  les  fonctions  w,,  . . .,  w„_,. 

Supposons  que  ces  fonctions  soient  données  sous  la  forme  (4)-  On 
peut  considérer  ces  équations  comme  le  résultat  de  l'élimination  de 
t'o  . . .,  t^«_,  entre  les  équations 

Alors,  on  prendra  (') 

V  lyU^,   .  .  . ,   Un    \  )  ^^^  ^t\^^i^   •  •  •  5   ^n—i  )• 

Pour  achever  le  problème,  on  exprimera  O,  et  [Xy  en  fonction  de 
Xf,  ...,  Xn  à  l'aide  des  fonctions  connues  «,,  ...,  u„_^.  On  déduira 
X,,  . . .,  x„_,  à  l'aide  des  formules  (5)  en  fonction  de  x-„;  ç^,  . . .,  t'„_,, 
et  en  remplaçant  dans  $,  et  [jiy  la  variable  x^  disparaîtra  et  nous  au- 
rons enfin  ces  dernières  expressions  en  fonction  de  p,,  . . .,  (^„_,. 

VII.  Les  intégrales  des  équations  non  linéaires  jouissent  encore  des 
propriétés  remarquables,  au  point  de  vue  de  la  transformation,  d'un 


(')  Cette  détermination   n'est  pas    la  seule  possible,  car  on  peut  mettre  les 
équations  (4)  sous  la  forme 

71/ [^'l  —  Il  —  /l'iO'ii  •  •  •  )  ^'H-l))   ■  ■  ■  ,  -^n  —  I» —  ^«(^21  •  •  •  1  ^n-i);  ^2)   •  •  •  ,  ^n-  1]  =  O 

(/=i,    ...,«  —  i); 

mais  les  surfaces  intégrales  communes  seront  toujours  les  mêmes,  car  elles  sont 
déterminées  avec  la  congruence  de  courbes  «,,  .  .  .,  «„_!. 
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système  d'intégrales  en  un  nouveau  système.   Ce  dernier  ne  corres- 
pondra plus  aux  mêmes  équations  linéaires. 
Voici  ces  propriétés  : 

i"  Si  le  système  de  i{n  —  \)  fonctions 

U^yX  ^.^   .  .  . ,  X^Jj        •  •  •  )        ^n—i  V-^i  )   •  •  •  5  ^njj 
^ I  V '^ n    *  •  •  ?  -^"rt )■)        •  •  •■>        ^n-i\'^'ii   •  •  •  ■)  ^n) 

constitue  un  système  d'intégrales  des  équations  réciproques ,  les 
fonctions 

Z/,  (^  p.Z^,  -h  ^, ,   .  .  . ,  ^X„  H-  .,^^,        •  •  ■  1        ^«-(  \  p'^i  H~  -»n   •  •  •  5  p'^'rt  "T"  -•■nj'i 
P,(p^')H-^i,   ...,  p.X'„  -h  Ç„),        .  .  .,         ^'n-{  Vp'^)  ~l~  ?n  •  •  •  5  p"'^';;  ~l~  ?«  j) 

p,  ^,,  . . .,  \n  étant  des  constantes ,  nous  donneront  un  nouveau  sys- 
tème d'intégrales  des  équations  réciproques. 

Il  suffifde  regarder  la  forme  des  équations  différentielles  (3)  ou  (3)' 
pour  voir  que  les  nouvelles  fonctions  sont  aussi  des  intégrales  si  les 
premières  le  sont. 

Nous  exprimerons  cette  propriété  en  disant  que  les  intégrales  des 
équations  réciproques  admettent  comme  groupe  de  transformations 
V homothétie  et  la  translation.  Nous  avons  ainsi  déduit  du  système 
connu  d'intégrales  un  nouveau  système  dépendant  de  /i  -+-  i  constantes 
arbitraires. 

On  voit  bien  que  ces  transformations  forment  un  groupe  par  rap- 
port à  elles-mêmes;  p  transformations  successives  d'indices  p*  ;  ij, 
...,  ^"  ;  ...,  ^P  \  ^(',  ...,  ^f  sont  équivalentes  à  la  transformation 
unique  dont  les  indices  sont 

2**  Si  les  fonctions  w,(a7,,  ...,  i6„),  etc.,  sont  un  système  connu 
r intégrales  des  équations  non  linéaires  et  les  fonctions 
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sont  les  intégrales  communes  des  équations  linéaires  correspon- 
dantes, alors  on  obtient,  par  la  substitution, 

•^n  =  p(^^2i  •••■)  K„,_,)X„4-  ^,(K2, ...,  K„_,) 

un  nouveau  système  d'intégrales,  quelles  que  soient  les  fonctions 
arbitraires  ^\  ^,,  ...,  ?„. 

Les  nouvelles  fonctions  K,(a-',,  . . .,  x^)  seront  aussi  les  intégrales 
communes . 

Pour  démontrer  cette  propriété  générale,  nous  allons  désigner  par 
U(^)  une  opération  U  effectuée  sur  une  fonction  z  dans  laquelle  on 
considère  les  fonctions  k^,  .  • .,  A'n_,  comme  des  constantes;  c'est-à-dire 
la  variation  U  de  z,  qui  correspond  à  un  déplacement  suivant  une  sur- 
face intégrale  commune.  Désignons  par  U/  et  V,  ce  que  deviennent  Ui 
et  Vi  après  la  substitution. 

Nous  allons  démontrer  les  relations 


U(V,-) —  L  ,(oC,,  . . .,  x-„)^^ -h. .  .+  U„_,(j:-,,  . . .,  a^rt)^^     ,    ^^ 
En  effet, 

u(v,)  =  u(v:)  +  ;2£-iU(K„). 

p 

En  vertu  de  la  première  propriété,  on  a  U(V,)  =  o.  Il  nous  reste  à 
démontrer  que  Ton  a  U(K^)  =  o.  Remarquons  que,  par  hypothèse, 

U,  — -t-...+  U„^.^3^4-^=o. 
Désignons  par  U(K)  une  telle  opération.  Nous  aurons 

o=u(K)  =  2U/i;||^    /,/•=!,...,  u,=i, 

dx,.  _  ,-    dp_        àir 


dXi  '  dXi  ^  dXi  ^  P- 
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Il  résulte 

r 

On  a,  par  hypothèse, 

U(p)  =  U(^,)  =  o; 
donc 

U(K)  =  o. 

Nous  avons  amsi  démontré  que  les  nouvelles  fonctions  sont  aussi 
des  intégrales  et  que  les  intégrales  communes  s'obtiennent  par  la 
même  substitution. 

Nous  dirons  que  les  intégrales  des  équations  réciproques  admet- 
tent comme  groupe  de  transformations  une  homothétie  et  une 
translation  variable  arbitrairement ,  quand  on  passe  d'une  surface 
intégrale  commune  à  une  autre. 

Nous  obtenons  ainsi  le  moyen  de  déduire  d'un  système  d'inté- 
grales connues  une  infinité  d'autres  dépendant  de  n  -h  i  fonctions 
arbitraires  à  n  —  i  variables. 

En  répétant  ces  opérations,  il  paraît  possible  d'obtenir  des  inté- 
grales dépendant  d'une  infinité  de  fonctions  arbitraires;  mais  en  réa- 
lité, comme  nous  allons  le  voir,  il  ne  reste  que  /^  -f- 1  fonctions  dis- 
tinctes. 

Cela  résulte  de  l'interprétation  géométrique.  En  effet,  répéter  ces 
opérations  revient  à  transformer  plusieurs  fois  les  caractéristiques  par 
homothétie  et  translation;  a])rès />  opérations  de  cette  nature,  on  peut 
revenir  aux  caractéristiques  primitives  par  une  homothétie  et  une 
translation  résultantes;  ces  résultantes  ne  seront  pas  les  mêmes  que 
pour  les  caractéristiques  qui  se  trouvaient  sur  la  même  surface  inté- 
grale commune.  On  aura  ainsi  des  nouvelles  solutions,  et  les  intégrales 
communes  se  transforment  en  des  nouvelles. 

Les  surfaces  génératrices  subissent  des  transformations  plus  com- 
plètes; ainsi  une  surface  développable  se  transforme  en  une  surface 
réglée  si  les  droites  étaient  des  caractéristiques. 

Nous  avons  donc  établi  que  non  seulement  les  intégrales  forment  un 
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groupe  par  rapport  aux  transformations  (x),  mais  que  ces  transfor- 
mations forment  un  groupe  par  rapport  à  elles-mêmes. 

Pour  trouver  la  fonction  d'homothétie  p  et  les  fonctions  de  transla- 
tion ^i  résultantes,  désignons  par  X],  ...,  X^^,  ...,  X^,  ...,  X(^  les 
points  successivement  transformés;  par  IVy(;r,,  ...,  x„)  les  fonctions 
kj{X\,  ...,  X:jetparp'(K');  l\(^'),  ...,^1(K')  les  fonctions 

On  aura  facilement 

p(.r„...,.r,0  =  p''(K^)...p'(KM, 

Il  est  intéressant  d'étudier  ce  qui  arrive  quand  ces  opérations  se 
répètent  à  Finfîni.  Pour  que  le  résultat  final  ait  un  sens,  il  faut  que 
les  expressions  p;  ^,,  . . .,  H„  admettent  une  limite  et,  pour  cela,  il  suffit 
que  les  expressions 

^    (^   •  •  .[-   ,       >î,  ^^  ^1 -T-- •  • -r- -5,,       •••,      ^„ -t- ,„ -r . . . -t- ■,^ 

soient  uniformément  convergentes. 


DEUXIEME  PARTIE. 

Applications  des  équations  aux  intégrales  réciproques 

à  la  Mécanique. 

I.  Nous  avons  vu  les  propriétés  dont  jouissent  les  intégrales  des 
équations  réciproques  au  point  de  vue  de  la  Géométrie  et  à  celui  de 
la  théorie  des  groupes.  Ces  propriétés  ont  des  interprétations  méca- 
niques très  intéressantes  ;  elles  nous  permettent  de  traiter  une  question 
générale  de  la  Dynamique.  C'est  le  cas  du  mouvement  produit  par  des 
forces  fonctions  de  vitesses. 

Ce  cas  prend  même  un  intérêt  particulier  par  ses  rapports  avec  les 
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questions   que   nous   venons  d'étudier,  et  des  théorèmes  curieux  en 
résultent. 

Parmi  ces  résultats  je  citerai  que,  une  loi  de  forces  étant  donnée, 


(') 


; 


^^2      —  -^|(^I5    •••?    ^ni    *j» 


on  peut  toujours  reconnaître  s'il  existe  un  mouvement  produit  par  des 
forces  fonctions  ne  dépendant  que  des  vitesses,  lequel  admet  avec  le 
premier  un  faisceau  de  trajectoires  communes.  Dans  tous  ces  cas  on 
peut  trouver  les  trajectoires,  c'est-à-dire  les  intégrales  communes, 
sans  même  connaître  les  équations  du  dernier  mouvement;  c'est  là  un 
fait  très  curieux,  puisque  même  quand  on  connaît  les  forces  en  fonc- 
tion de  vitesses  il  faut  intégrer  n  équations  différentielles  et  ensuite 
faire  n  quadratures.  Nous  serons  dispensés  de  toutes  ces  opérations, 
et,  en  outre,  nous  aurons  la  facilité  d'intégrer  le  système  (r)  qui  con- 
tient évidemment  une  classe  très  générale  des  équations  de  la  Dyna- 
mique. 

II.  Considérons  les  équations  caractéristiques  du  mouvement 

dx^  dxn  /.  dv^  dVn 

Vx  v„    ~        ~  Xi  X„ 

Si  nous  désignons  par  V(z)  l'opération 


<)z  dz  ôz 

on  a 

Y.—         


V^  -T —   -h... -h  i",j^ —  -t r-5 


et  les  équations  du  mouvement  peuvent  s'écrire 


V(r,)  V(r„) 
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Si  la  loi  du  mouvement  est  fonction  de  vitesses,  on  aura 
(3)      V(i',)  =  L,(r,,  ...,  P„),         ...,         Y(v„)  =  LJv,,  ...,  v„), 

ou  en  d'autres  termes,  quelles  que  soient  les  expressions  des  vitesses, 
elles  forment  un  groupe  par  rapport  à  l'opération  V(^). 

Nous  avons  vu  dans  la  première  Partie  de  cette  étude  que  toutes  les 
fois  qu'un  système  de  fonctions  c,,  ...,  p,^  constitue  un  groupe  par 
rapport  à  l'opération  V(s),  le  système  d'équations 

admet  un  second  système  d'équations  aux  intégrales  réciproques; 
c'est-à-dire  qu'il  existe  un  système  de  fonctions  w,,  ...,  w„^,  uniques 
et  déterminées,  telles  que  le  système 


U 


admet  pour  intégrales  p,,  ...,  t'„,  et  le  système  primitif  admet  pour 
intégrales  u,,  ...,  w„_,. 

Il  s'ensuit  de  ces  faits  que  les  expressions  les  plus  générales  des 
vitesses,  r^ésultant  d'un  mouvement  produit  par  des  forces  fonc- 
tions des  vitesses,  sont  des  solutions  des  équations  aux  intégrales 
réciproques. 

En  d'autres  termes,  les  fonctions  (,,  ...,  v,^  seront  des  intégrales  des 
équations 

,  "'^+---+""^.  +  d7  =  °' 

auu  OUI,         ouk 

Les  fonctions  «,,  ...,  «„  seront  aussi  des  vitesses  qui  correspondent 
à  un  mouvement  défini  par  des  équations  de  la  forme 

«1  «„  M,  M„  ' 

M,,  —  M„  étant  des  fonctions  des  vitesses  w,,  ...,«„. 
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L'inverse  du  théorème  énoncé  plus  haut  est  exact  seulement  pour 
les  intégrales  des  équations  réciproques  de  la  forme  simple  (4). 

Les  intégrales  des  équations  réciproques  plus  générales  peuvent  être 
considérées  comme  des  forces  fonctions  des  vitesses  ou  des  trajectoires 
qui  leur  correspondent. 

Les  trajectoires  seront  données  par  les  intégrales  des  équations 

Nous  allons  voir  qu'elles  se  trouvent  sans  aucune  quadrature. 
Pour  plus  de  précision,  proposons-nous  le  problème  suivant  : 

Etant  donné  un  .système  de  fonctions 

fj^X,,    ...,   x„,   t^,    ...,   V,iyX)^    ...,   .X„,   cjj 

vitesses  d'un  mouvement  quelconque. 

1°  Reconnaître  si  ces  vitesses  peuvent  être  considérées  comme 
résultant  d'un  mouvement  équivalent,  où  les  forces  sont  des  fonc- 
tions uniquement  des  vitesses; 

2°  Trouver  l'expression  générale  des  trajectoires  du  mouve- 
ment; 

3**  Trouver  la  loi  de  forces  en  fonction  des  vitesses  du  mouve- 
ment équivalent. 

La  première  et  la  deuxième  partie  se  résolvent  d'un  seul  coup. 
Il  faut  vérifier  que  les  expressions 

où  l'on  a  mis 

sont  des  intégrales  de  l'équation  linéaire 

dz  dz         àz 
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Si  ces  équations  sont  vérifiées,  alors  les  vitesses  satisfont  à  la  con- 
dition demandée  par  notre  problème,  et 

a,,  ...,  a,j  étant  des  constantes,  définissent  la  congruence  des  trajec- 
toires qui  correspondent  aux  vitesses  p,,  ...,  v„. 

Pour  résoudre  la  troisième  partie,  on  considère  les  expressions 

(  ^(^0  =  X,(a7,,  ...,  .r;„,  t), 

(6)  .        

et  l'on  remplace  x^,  ...,  x^  en  fonction  de  (^,,  ...,  p„,  /;  la  variable  t 
disparaîtra,   et  l'on  aura 

(7)  

III.  Un  problème  qui  contient  le  précédent  et  qui  aussi  ne  peut  pas 
se  résoudre  sans  la  connaissance  des  équations  aux  intégrales  réci- 
proques est  le  suivant  : 

Etant  données  les  équations  du  mouvement 

i"  Reconnaitf'e  s'il  existe  un  mouvement  provenant  des  forces 
fonctions  de  vitesses  seulement,  qui  admet  avec  le  premier  un 
faisceau  de  trajectoires  communes ,  parcourues  suivant  la  même 
loi; 

2°   Trouver  les  équations  qui  définissent  ces  trajectoires  ; 

3°  Trouver  l'expression  des  forces  en  fonction  des  vitesses  du 
mouvement  équivalent. 

Il  s'agit  de  reconnaître  si  un  système  d'équations 
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admet  n  intégrales  intermédiaires  de  la  forme 

Nous  allons  voir  ce  fait  curieux  que,  si  le  système  d'équations  don- 
nées admet  n  intégrales  intermédiaires  de  la  forme  indiquée,  ces  inté- 
grales ne  contiennent  aucune  fonction  arbitraire;  c'est-à-dire  les  fonc- 
tions L,,  ....  L„  seront  parfaitement  déterminées  pour  des  fonc- 
tions X,  ,  . . . ,  X„  données. 

Remarquons  que,  s'il  existe  un  système  d'intégrales  particulières 

dx^  ,  dxn /  .  .     /\ 

p,,  . .  .,  p„  étant  des  vitesses  qui  proviennent  d'une  loi  de  forces  fonc- 
tions de  vitesses,  alors  l'équation 

dz  ôz  Oz 

doit  admettre  comme  intégrales  les  expressions 

A(<',.r/,) 


A(i',  i) 


Uk- 


Or,  on  a 


^(L-  -*)  =  o' '::::;:!:)  ^(^'  -*) 


et 

A(L,  x^)  =  A(X,x;t), 

tout  cela  parce  que  le  mouvement  considéré  dérive  des  forces  L,,  ..., 
L„  fonctions  de  vitesses. 

Nous  avons  déjà  les  trajectoires  avant  de  connaître  même  la  loi 
des  forces;  le  faisceau  de  trajectoires  cherché  sera  donné,  dans  le  cas 
où  le  mouvement  demandé  existe,  sans  aucune  quadrature  par  les 
équations 
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Ces  équations  nous  donnent  les  trajectoires  et  la  loi  du  temps  ;  ces 
trajectoires  forment  une  congruence. 

Une  conséquence  intéressante  est  que,  si  les  expressions  des  forces 
X,(a;,,  . . .,  j„j  0?  •  •  •'  ^«(-^"n  ■  •  -i  ^in  0  ^^^^  algébriques,  les  équa- 
tions des  trajectoires  le  seront  aussi. 

Les  fonctions  u^  étant  calculées,  nous  devons  former  maintenant  les 
fonctions 

^^^  A(«,0    ~    A-(X,  0    ~    ^* 

Si  les  fonctions  v^^  ...,  p„  sont  les  intégrales  de  l'équation 
U(z)  =  o,  alors  il  existe  un  faisceau  de  trajectoires  satisfaisant 
aux  conditions  demandées. 

En  d'autres  termes,  notre  problème  se  réduit  à  la  vérification  de 
n  identités 

{,o\       A(X.-r.)  ^  AMX,^.)  A(X,.z-„)  _    A«(X,.r,) 

^      ^       à{X,t)  AMX,0'  ■■■'  A(X,0    ~    AHX,0' 

Ces  égalités  sont  faciles  à  vérifier  puisqu'elles  sont  rationnelles,  par 
rapport  aux  fonctions  données  X,,  . . .,  X„. 

Nous  avons  vu  comment  on  trouve  les  trajectoires  du  mouvement; 
pour  avoir,  maintenant,  l'expression  des  forces  fonctions  de  vitesses, 
nous  prendrons  dans  les  fonctions  X<  (^x', ,  . . . ,  x„,  t), ...,  X„(j;, , . . . ,  Xn,  t), 
comme  variables,  p,,  ...,  ^n,  t.  Après  ce  changement,  la  variable  / 
disparaîtra  et  nous  obtiendrons  les  fonctions  L,(p,,  . . .,  p„),  .,,, 
L„(p,,  ...,  i-\,);  ces  fonctions  seront  ainsi  complètement  déterminées 
et  nous  aurons  ce  théorème  : 

Un  système  d'équations  du  second  ordre  (i)  qui  définissent  le 
mouvement  d'un  point  libre  ne  peut  admettj'e  un  système  d'inté- 
grales intermédiaires  de  la  forme 


'  dx^  dx,i\ 


X^(a?,,  ...,x-„,  0-La(^^'  •••»  -^j 


> 


dépendant  de  fonctions  ou  de  constantes  arbitraires. 
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Au  contraire,  pour  des  fonctions  L,  (p,,  . . .,  p„),  . . .,  L„(p,,  . . .,  v^) 
données  exprimant  une  loi  de  forces  quelconque,  il  existe  une  infinité 
de  fonctions  X,(a:,,  . . .,  a;„,  t),  . . .,  X„(a:,,  . . .,  a:„,  t)  exprimant  une 
loi  des  forces  qui  donne  des  trajectoires  communes  avec  les  pre- 
mières. 

Si  l'on  regarde  les  égalités  (lo)  comme  des  équations  différentielles 
par  rapport  aux  fonctions  X,,  . . .,  X„,  on  voit  que  les  expressions  des 
forces  qui  donnent  une  congruence  de  trajectoires  communes  avec 
des  trajectoires  résultant  des  forcées  fonctions  de  vitesses  sont  des 
intégrales  des  équations  du  troisième  ordre  (lo). 

Ce  système  d'équations  admet  un  système  d'intégrales  intermé- 
diaires 

t5,(A,,  ...,\.,)-  ^,(x,o'        ■■■'         '^^    "  ...,  A„)=  ^F(x7Fr' 

B,,  . . .,  B„  étant  des  fonctions  arbitraires. 

Ces  équations  du  second  ordre,  nous  savons  les  intégrer:  ce  sont  les 
équations  aux  intégrales  réciproques  suivantes  : 

B,(X,,  ...,  X„)^*  -i-...-f-  B„(X,,  ...,  X„)  ^  -h  -^'  =o, 

dont  nous  avons  donné   plus   haut  les  méthodes  d'intégration.   Les 
fonctions  B,,  . . .,  B„  seront  les  vitesses  du  mouvement. 
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Note  sur  les  axes  principaux  du  temps   de  parcours; 
Par  m.    HATON  dk  la  GOiJPILLlÈRE, 

Membre  de  l'Institut. 


1.  J'ai  donné  clans  les  A/i/iacs  scientificos  da  Academia  poly- 
tecJinica  do  Porto  {\Ç)oG^  une  élude  sur  le  centre  de  gravité  du  temps 
de  parcours,  c'est-à-dire  du  système  matériel  forme  par  Fémanation 
qu'abandonne  un  mobile  sur  les  divers  éléments  de  sa  trajectoire  pro- 
portionnellement au  temps  employé  à  les  franchir. 

J'ai  su  depuis  lors  que  cette  notion  de  dissémination  (si  naturelle- 
ment suggérée  aujourd'hui  par  les  automobiles)  s'était  déjà,  à  l'occa- 
sion de  la  théorie  de  Pallas,  présentée  à  Gauss  et  ultérieurement  à  Bour, 
pour  l'évaluation  du  potentiel  de  la  masse  d'une  planète  répartie  par  la 
pensée  le  long  de  son  orbite  en  raison  du  temps  de  la  marche. 

Je  n'ai  d'ailleurs  pas  connaissance  qu'aucun  géomètre  ait  envisagé 
sur  ce  terrain  la  recherche  du  centre  de  gravité.  L'autonomie  de  mon 
Mémoire  subsiste  donc  intégralement,  d'autant  plus  que  j'y  ai,  en 
outre,  abordé  la  substitution  au  temps,  pour  constituer  la  densité  de 
la  trajectoire,  de  divers  autres  éléments  de  la  Dynamique  générale, 
tels  que  l'énergie,  la  force  centrifuge,  etc. 

Le  centre  de  gravité  et  le  potentiel  se  trouvant  ainsi  introduits  dans 
cet  ordre  de  considérations,  il  m'a  semblé  qu'il  y  avait  lieu  d'y  ratta- 
cher encore  la  troisième  des  théories  fondamentales  de  la  Géométrie 
des  masses,  à  savoir  celle  des  moments  et  des  axes  principaux  dïnertie  ; 
et  tel  est  l'objet  de  cette  Note.  Je  m'occuperai  en  premier  lieu  de  la 
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recherche  de  ce  système  d'axes,  et  tout  d'abord  pour  un  mouvement 
plan. 

2.  Je  le  rapporte  à  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy.  Pour  cher- 
cher en  un  point  quelconque  (2,  de  coordonnées  a,  b,  les  axes  princi- 
paux du  temps  réparti  le  long  d'un  arc  MqM  de  la  trajectoire,  je  trace 
en  ce  point  deux  autres  axes  rectangulaires  QX,  12 Y  respectivement 
inclinés  sur  les  précédente  sous  un  angle  i.  Il  nous  suffira  de  former 

relativement  à  ce  système  l'intégrale   /    X\  dl.  La  valeur  de  i  qui 

sera  capable  de  l'annuler  fournira  les  axes  cherchés. 

Les  formules  de  transformation  des  coordonnées  nous  donnent  à  cet 

égard 

X  =  (x  —  a)cosi-\-  (y  —  ^)sin/, 

Y  =  (y  —  b)  cosi  —  (x  —  a)  sin i. 
On  en  déduit 
XY  =  (x  —  a){y  —  6)(cos-  i  —  sin-  i)  —  [(x  —  «)-  —(y  —  b^  )]  sin  i  cosi 

et,  par  suite, 

2XY  =  i(x  —  a)(y  —  b)cosii  —  [{x  —  a)-  —  {y  —  by  j  sin2i, 

d'où,  en  intégrant  le  long  de  l'arc  M^M,  c'est-à-dire  entre  ./„,  j'„,  /„ 
elx,y,  /, 

.  2  /  XY  dt  =  2  cos 2.1 1  {x  —  a)  (y  —  b)dt 

-  sm-2if\(x  -  ay-(y  -  by\dl. 

11  vient  d'après  cela,  en  égalant  cette  valeur  à  zéro, 

-i  C{a;-a){y-b)dt 


(0 


tang2f  = 


j[[.r-a)'--{y~bf\dl 


Telle  est  la  formule  générale   qui  résoudra  la  question   pour  un 
point  («,  }))  du  plan,  après  qu'on   aura,  au  moyen  des  deux  équa- 
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tiens  du  mouvement,  exprimé  les  trois  variables  x,  y,  l  en  fonction 
d'une  seule  d'entre  elles  et  efl'ectué  les  intégrations. 

On  sait  d'ailleurs  que  la  série  des  valeurs  do  i  que  fournil  une  rela- 
tion de  cotte  forme  se  réduit  à  quatre  distinctes,  correspondant  aux 
diverses  branches  de  l'angle  droit  \il\  .  Nous  pourrons,  par  consé- 
quent, nous  en  tenir  à  la  plus  petite  d'outre  elles  en  valeur  absolue. 

0.  Considérons,  comme  exemple  très  simple,  le  mouvement  para- 
bolique des  graves  représenté  par  les  équations 


Nous  aurons,  on  comptant  les  arcs  à  partir  du  sommet  O, 

2  Ç   {\t—a)(^  —  b\dt 


tang2/ç  —       , 


->  '  r 


dt 


OU,  en  eflcctuant  les  intégrations  et  supprimant  un  facteur  /  aux  deux 
termes  de  la  fraction, 

tang2/.  —  3  _3„.,^4_^2o(V-+^>i')^'— 6oaVf -+-6o(«^-6'^)' 

ce  qui  peut  s'écrire,  en  fonction  des  coordonnées  de  l'extrémité  de 

l'arc  OM, 

5               3^y — 6bj;  —  Aayn-iaaft 
tan*'"  2 1  =  — - "^ , 

^  2  5x"^ — 3y- — i5«^  +  lo^y  +  i5((7"' — //-) 

Telle  est  la  valeur  cherchée. 

Plaçons  en  particulier  le  point  ù  en  cette  même  extrémité  M.  Si 
nous  faisons,  à  cet  effet,  a  =  x,  b  =y,  il  reste  simplement 

20. ry  25 

tan2f2t  = =^7: =   ;; , 

^  lo.r-' — JOj-  10  cota  —  lotanga 

en  divisant  les  deux  termes  du  rapport  par  xy  et  appelant  a  l'angle 
que  fait  la  corde  OM  avec  l'axe  Ox. 
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Choisissons,  en  particulier,  Tare  de  parabole  dont  la  corde  est  éga- 
lement inclinée  sur  l'axe  et  sur  la  tangente  au  sommel  ;  il  vient  défini- 
tivement, pour  tanga  =  cota  =  i, 

tang2/=:-  ^,         /=_(38°i3'8")=  -o,425(9o«). 

Si  nous  plaçons  en  second  lieu  le  point  Q.  au  centre  de  gravité  du 
temps  de  parcours  (')  en  faisant  a  =  -,//  =  ^,  de  manière  à  obtenir 
les  axes  ^principaux  centraux  du  temps,  nous  aurons 

3o 
tanu  2i 


^  locota  —  i6tanga 

et  pour  la  corde  de  4  J" 

tang2 /  =  -  3o,  i  =  —  (44''2'44")  =  -  o , 489 (90°). 

4.  Envisageons  comme  seconde  application  le  mouvemenl  elli])- 
tique  que  fournit  la  projection  sous  Tinclinaison  a  d'un  mouvement 
circulaire  uniforme.  Si  nous  prenons  sa  vitesse  angulaire  pour  unité, 
nous  aurons  comme  équations  du  mouvement  elliptique 

X  =  cos/,  V  =  cosa  sin/. 

La  formule  (i)  devient  d'après  cela,  en  complantles  arcs  à  partir  du 
sommet  du  grand  axe, 

■y,  I     (  cos  /  —  a  )  (  cos  a  sin  ^  —  h)  et  t. 

'-'0 


tang2/,  =  — ^ 


J[(cos/  —  a)'- — (cosa  sin  ^  —  6)-] 
0 


dl 


■'.  {  co^a  SiiM-i  -t-  i  f(  ctJboc  cuht  —  vi  y  Mil  i  -T-  -ACiui  —  ?.  (i  cobcz  i 

(14-  eus- a  j  SI  u  tc.oil  -i-  '1  6  cos  a  cos  ^  —  2a's\nt-\-(ia'  —  2  6-H-sin='a)^  — 
9. (  y'-t-  a.r  ces- a  —  by  -\-  ab  cosa  arc  cos.r  —  n  cos- a) 

2  Acosa 

(i  -i-  cos- a),// H-  4  ^.t' cos- a  —  -lay  +  (.io-  —  2  (^- -i- sin- a)  cos  a  aie  cos. f- 

-  2  6  cos- a 

(')    Animes,  i()f)().  p.  202. 
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Plaçons  par  exemple  au  centre  le  point  12,  nous  aurons  plus  simple- 
ment 

lanii'>(Ç  = -■ • 

°  (i  +  cos'a).cy  +  sin-a  cosa  ai  c  cosj:- 

Attachons-nous  enfin  au  quart  d'ellipse,  en  faisant  ic  =  o,  y  =  cosa, 

4    cosa 


tang-  2  /, 


—   —: — ; —  5 
TT   SI  11- a 


et  pour  une  inclinaison  de  4  J°  sur  le  plan  de  j)rojection 

tang-2i  =  ^,        i=:3o«28'38"=  0,339  (90"). 


5.  Si  le  problème,  au  lieu  d'embrasser  la  totalité  du  plan,  n'est 
posé  que  pour  un  point  spécial,  on  pourra  toujours  adopter  ce  der- 
nier comme  origine.  En  supposant  dès  lors  a  =  b  ^^^  o  dans  l'équa- 
tion générale  (i),  on  la  réduit  à  la  forme  plus  simple 

2  1  j;y  dt 
(2)  tang2/  — 


On  peut  également,  en  passant  aux  coordonnées  polaires 

js=rcos6,         ^^/"sinG, 

l'écrire  de  la  manière  suivante  : 

1  /•-  sin  -iQ  dt 

(3)  .  tang2/:=^^^- 

/  /•-  COS2  0  dt 

H.  La  question  précédente  (n°  i)  constitue  un  cas  particulier  de  la 
force  centrale,  laquelle  est  ici  proportionnelle  à  la  distance.  Il  est  aisé 
d'aborder  la  même  recherche  pour  une  courbe  quelconque  parcourue 
suivant  la  loi  des  aires;  la  loi  d'attraction  capable  d'un  tel  mouvement 
étant  alors  fournie  par  la  formule  de  Binet, 
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L'élément  du  temps  se  déduira  du  théorème  des  aires 
La  relation  (3)  devient  par  là 


(4)  tang-2/  = 


/  /•'•  co 


s2'Jdrj 


et  l'on  n'aura  qu'à  y  remplacer  dans  chaque  cas  /'  en  fonction  de  0 
d'après  l'équation  de  la  trajectoire. 

7.  Considérons  comme  exemple  la  spirale  logarithmique,  pour 
laquelle  la  force  centrale  s'exerce  en  raison  inverse  du  cube  de  la  dis- 
tance. Je  prendrai  son  équation  sous  la  forme 

/•  =  e^^,         A  =  cota, 

en  appelant  a  l'angle  constant  de  la  courbe  avec  ses  divers  rayons  vec- 
teurs. 

La  formule  (4)  nous  donne  pour  l'arc  compté  à  partir  du  pôle 


lâus:  Il  = 


00 


/     e^'^'^  cos 2  9  dO 


Ces  deux  intégrales  ont  pour  valeurs 


■?.\sil\2  0  —  COS2  9     ,,^0  2  A  COS?,  ^  -H  sin2  0     nO 


L'exponentielle  disparaît  donc  et  il  reste 


^  .  Iang9. 9 taii";a 

2  A  SI  11  ■}  C  —  COS  2  y  2 

tan<i2^  = 


^  2  A  cos  'JiO  -h  sin  2  0  I  , 

I  H —  lang«  laDg2  'J 


■) 
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Déterminons  un  angle  auxiliaire  ^  par  la  condition 

tangp  =  ^tanga, 

nous  pourrons  écrire 

tang-2i  =  tang(2  6  —  (3), 

i  =  ô  —  -  =  9  —  -  arc  tang  (  -  tang a  )  • 


2 


On  voit  par  là  que  Taxe  principal  fait  avec  le  rayon  extrême  l'angle 
constant,  facile  à  construire,  -;-  arc  tang(  -  tanga  h  en  tournant  de  con- 
serve avec  ce  dernier  si  on  lui  lait  décrire  la  courbe. 

Il  vient  en  particulier  pour  la  spirale  de  45**,  comme  valeur  de  cet 
angle, 

(5)  -arctang-  =  1 3^6' 58"=  0,146(90°). 

8.   Soit  comme  seconde  application  l'équation  (') 

r  =  cos"0. 


(')   L'altraction  pour  cette  famille  de  courbes  est  proportionnelle  à  la  fonc- 
tion de  la  distance 

I  —  n  n 


■in- 


Le  premier  terme  disparaît  dans  le  cas  du  cercle  («  =1 1),  et  la  force  s'exerce 
alors  simplement  en  raison  inverse  de  la  cinquième  puissance  de  la  distance. 

Pour  les  autres  valeurs,  on  sait,  d'après  un  théorème  de  Newton,  dont  j'ai 
donné  une  démonstration  rattachée  à  la  théorie  dès  mouvements  relatifs  (Mallet- 
Bachelier,  1857,  page  3  de  ma  seconde  thèse),  que  l'influence  de  l'addition  d'un 


terme  inverse   au  cube  du   ravon  vecteur  à  une  fonction  quelconque  \qui  est 

3  n  +  2'> 


ici  nr  "  J  n'a  d'autre  effet  que  de  déterminer  autour  du  pôle  une  rotation  de 
la  trajectoire  qu'on  obtiendrait  sous  l'influence  isolée  de  la  force  exprimée 
par  le  second  terme  seul,  avec  une  vitesse  angulaire  proportionnelle  à  celle  de 
ce  dernier  mouvement. 
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Elle  nous  donne 


2 


tans:  2.1 


/cos^"+^6  sin6M  l (  I  —  cos*'»"^-- ^  ) 

2  /<  -h  I   ' 


/    cosi"{/(2cos2';— i)r/9        2/     cos^"+'^  ed9—        cos'"' 9  dQ 

Mais  la  première  de  ces  intégrales  peut  se  ramener  à  la  seconde  à 
l'aide  de  l'intégration  par  parties,  ce  qui  permet  d'écrire  plus  sim- 
plement 

(o)  tang2i  = 

cos*«+'9sin6' -H  2/i  /     cos*"9dd 


2  11   l      cos*"  I 


Toutes  les  fois  que  [\n  sera  un  nombre  entier  positif  ou  négatif,  le 
même  mode  de  réductions  successives  permettra  d'eflectuer  le  résultat 
au  moyen  de  deux  suites  terminées  bien  connues,  selon  le  signe  de  cet 
exposant  ('  ). 

9.  Envisageons  de  même  la  famille  de  courbes  qui  dérive  de  la  pré- 
cédente en  réduisant  tous  ses  azimuts  à  moitié  sans  changer  ses  rayons 
vecteurs  (^) 

/'=  cos"2  6. 


(^')    On  réussirait  de  même  les  intégrations  par  les  procédés  classiques  pour 
les  équations  de  la  forme 

/•  =  Vcsin"'Ôcos"9, 

avec  des  exposants  entiers  de  signes  quelconques,  ainsi  que  pour  les  courbes 

■/■=Vc0«e/'9cos<7Ô, 

avec  des  valeurs  de  n  entières  et  positives;  notamment  pour  la  famille  des  spi- 
rales algébriques 

(')  Uaton  1)i;  la  Goui'iLUfeitE,  Note  sur  la  Iransformation  la  plus  générale 
des  engrenages  de  roulement  {Annales  des  Mines,  G*  série,  t.  ^  ,  p.  333). 
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ÎSous  aurons  dans  ce  cas 

tang-2/  =  — -ô =  -ô ' 

•'0  •- 0 

et  cette  intégrale  s'obtient  dans  les  mêmes  condilions   que  pour  la 
recherche  précédente. 

Si  l'on  prend,  par  exemple,  /i  :=  -,  c'est-à-dire  la  leniniscate  de  lier- 

noulli,  il  vient 

I  —  C0S^2  0 

tana'2i  =  — 


sin  2  9(cos^26  +  2  ) 

Pour  la  demi-boucle  de  cette  courbe,  on  obtient 

0  =  7-'         tant;  2  i  =  -^ 

4  ~  2 

d'où  la  valeur  de  /  déjà  rencontrée  (5). 


^  II. 


10.  Ainsi  que  je  Tai  indiqué  en  commençant,  on  peut  également 
matérialiser  la  trajectoire  à  l'aide  de  n'importe  quel  élément  de  la 
Dynamique  généiale  autre  que  le  temps.  Il  suffit,  pour  en  trouver  les 
axes  principaux,  de  substituer  à  la  difTérenticUc  di  dans  les  formules 
générales  (i),  (2),  (3)  l'élément  en  question  quel  qu'il  soit.  Je  me 
bornerai  d'ailleurs  à  un  seul  pour  ne  pas  trop  ('-tendre  cette  Note,  à 
savoir  l'énergie  recueillie  ou  perdue  le  long"  de  la  route. 

Son  accroissement  infiniment  petit  est  vdr,  si  Ton  adopte  comme 
unité  de  masse  celle  du  mobile.  La  relation  (2)  se  trouve  donc  rem- 
])lacéc  par  la  suivante  : 

2  /  xy  V  rfv 
(7)  tang2/  =  -H^^^ 

Jouin.  de  Math.  (G'  scric),  tome  IV.—  Fasc.  II.  iç)oS.  lU 
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On  déduira  dans  chaque  cas  de  l'équation  des  forces  vives  la  valeur 
de  râ?p  en  fonction  des  coordonnées,  on  exprimera  Tune  d'elles  en 
fonction  de  l'autre  à  l'aide  des  équations  du  mouvement  ou  de  celle  de 
la  trajectoire,  et  l'on  n'aura  plus  qu'à  effectuer  les  intégrations. 

11.  Supposons  comme  application  qu'une  ligne  donnée  soit  par- 
courue sous  l'influence  de  la  gravité.  Le  travail  élémentaire  vdv  aura 
pour  valeur  g dy  (en  employant  des  ordonnées  plongeantes),  et  la 
formule  (7)  nous  donnera 

2  /     xy  dy 


tang2?  = 

{x''  —  y^)dy 
'y» 


i 


en  remplaçant  x  en  fonction  de  y  d'après  l'équation  de  la  trajectoire. 
Je  prendrai  comme  exemple  le  pendule  simple,  c'est-à-dire  l'équa- 
tion du  cercle 


x=^i-y\ 

ano- 0  /  — 

1    \/^—f'^ydy 

-y'y  +  i^-yir 

"^'"&-' 

J     {i-2y^-)dy           [^-y- 

-y^)-(}r,-yl) 

Si  l'on  fait  partir  l'oscillation  du  niveau  du  centre  (^^-^,=  0),  en 
l'étendant  jusqu'au  point  le  plus  bas  (y  =  i),  on  obtient  la  valeur 

tang'2/=2,         /:  =  3i°43'3"=  0,352  (90°). 

12.  Supposons  en  second  lieu  (ju'une  courbe  arbitraire  soit  par- 
courue suivant  la  loi  des  aires,  sous  l'empire  d'une  force  centrale  que 
nous  désignerons  par  F  pour  l'unité  de  masse.  Le  travail  élémentaire 
est  —  F dr,  et  l'équation  (3)  devient 

fvr'-  smiBdr 

(8)  tang2/  =  ^^^- , 

1  F  /•-  cos  2  0  (If 
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OU  d'après  la  formule  de  Biuet 


I  r 


(9) 


tan  g  2/ 


iBdr 


—^^co.2Qdr 


d^-i- 


On  n'aura  plus  qu'à  remplacer  dans  chaque  cas  0  en  fonction  de  r 
d'après  l'équation  de  la  trajectoire  et  à  efTectuer  les  intégrations. 

15.  Reprenons  dans  ces  nouvelles  conditions  l'exemple  de  la  spirale 
logarithmique  (n°  7) 


dH- 


r  =  c 


aO 


r  di'  ^  ^ 


L'exponentielle  disparaît  du  produit  de  ces  deux  quantités,  et  la  for- 
mule (9)  se  réduit  à 

1   sin2  9  dO 
(  I  o)  tang-  2  i  = 


/ 


cos  '2.0  dO 


Quel  que  soit  l'arc  envisagé,  l'on  peut  toujours  faire  passer  par  une 
de  ses  extrémités  l'axe  polaire  ('  ),  ce  qui  revient  à  intégrer  à  partir  de 

zéro.  Nous  obtenons  donc 

I  —  cos  2  0  'a  .9 

tang- 2  i  —  — -. — ^ —  =  tang- 9  i  =  -■ 


L'axe  principal  est,  par  conséquent,  toujours  la  bissectrice  des  rayons 
extrêmes. 


(')  Il  faut  toutefois  faire  exception  pour  le  cas  où  l'on  s'attacherait  à  l'arc 
fini  qui  s'étend  jusqu'au  pôle,  en  intégrant  à  partir  de  — 00.  Le  résultat  devien- 
drait alors  indéterminé;  et  c'est  tout  naturel,  car  le  mobile  recueille  alors  une 
quantité  infinie  d'énergie,  en  tournoyant  dans  tous  les  sens  d'une  manière  qui 
échappe  à  toute  détermination. 
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1-i.   Coiisidrions  comme  seconde  applicalion  la  spirale  sinusoïde 

r^^  cos/îO, 

d'ordre  quelconque  /i,  pour  laquelle  l'attraction  s'exerce  en  raison 
inverse  de  la  puissance  'in +  3  de  la  distance.  On  trouve  à  l'aide  de 
calculs  dont  je  supprime  le  détail 


-  ^—^T  =(/^4-i)cos      "    /^0, 
dr  =  —  cos"      n  0  sin  n  0  f/6 . 


En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  (9),  nous  pouvons 
supprimer  aux  deux  termes  de  la  fraction  le  facteur  —  (//  -H  i),  et  il 
reste  siiujdemciit 


(il)  lang-2/  = 


/  cos'^  n9  Mnn  0  COS2  9  d'y 


Nous  devons  toutefois  excepter  formellement  à  cet  éj^ard  l'iiypo- 
ihèsc  //  =  —  i  qui  annulerait  ce  facteur  commun.  Mais  ce  cas  est  sans 
intérêt,  car  il  correspond  à  la  ligne  droite  avec  une  force  nulle. 

On  remarquera  que  l'expression  (i  i)  est  indépendante  du  signe  de  /?. 
Les  diverses  solutions  j)articulières  du  problème  conviennent  donc  à 
des  couples  de  spirales  sinusoïdes  transformées  l'une  de  l'autre  par 
rayons  vecteurs  réciproques. 

li).   i'^numérons  quelipies  cas  spéciaux.  On  a  pour  le  cercle  passant 

au  pôle  (//  =  1)  (  '),  avec  attraction  en  raison  inverse  de  la  cincpiième 
puissance  de  la  distance, 

,.0 


I     cos-'^O  &in2$  sinO  dO 


'  ^  />'J  \  -h  \  cas- 0  Logeas  S 

I     cos~^ 9  COS26  d9 


(')   Mnis  11011  lii  solution  lôciproque    n  =z — i,  qui  vienl  d'élre  expressément 
e\cliic  (le  ccllo  ;iiialvs<;. 


NOTE    SUK    LES    AXES    PIUNCIPAUX    DU    TEMPS    DE    PAUCOUKS.  IIQ 

Pour  riiypcrljolo  ('(jiiilalcre  rapportée  à  son  centre  (/i=  —  ■2)(*), 
avec  attraction  on  raison  directe  de  la  distance, 


^  n 


cos-^'iOi'xn'-iOdB         sin29  —  cos^a^Loglangf^       ^ 


tanii'2/  =  '  " 


i) 


/     co%^^  2  B  s>\n  2$  dB 

Pour  la  parabole  in^  —  -)  (-),  avec  attraction  vers  le  foyer  en 

raison  inverse  du  carré  de  la  distance,  ce  qui  constitue  le  mouvement 
cométaire, 


/ 


B         B  r 

cos-3-sIn-  sm2BdB  8  0  —  '^  sin  9  —  8  tan- - 

tanu"  2  /-  =    " 


^  "  '         r'^  n       n  ~  0  ■       B 

/     cos-3-sin-cos2  0r/9         3  -  4  cos5  +  co^-- -  +  i6  Log  cos  - 

/  2  2  2  2 


16.  Envisageons  de  même  le  mouvement  planétaire,  et  déterminons 
pour  le  foyer  les  axes  principaux  de  l'énergie  recueillie  le  long  d'un 
arc  d'ellipse  représenté  par  l'équation 


;• 


I  —  e  cosÔ 


D'après  la  loi  de  gravitation,  le  produit  F/-  est  constant,  sort  des 
intégrales  de  l'expression  (8)  et  disparaît  de  leur  rapport.  Il  reste  seu- 
lement 


/   s'\n  "2  B  dr         2  1   cosB\/i  —  cos- Bdr 

tang2/=^— =  -^ , 

I  cos 2 B  dr  /(2cos^9  —  i)  dr 


(')  Ou  la  lemniscate  {/i  =12),  avec  atlraclion  en  raison  inverse  de  la  septième 
puissance  de  la  distance. 

(-)  Ou   la   cardioïde    (  «  m  -  | ,  avec  une  force  en  raison  inverse  de  la  qua- 
trième puissance  de  la  distance. 
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et  comme  ou  a,  d'après  l'équation  de  l'orbite, 

û       r  —  I 
r 
il  vient 

dr 


tans:  2  «  = 


/•  j 

{r—i)i[(e-^i)r—i][{e—i)r-h  i]-^ 

J[(^2-e)r-^2][{\/2  +  e)r-^]  -^ 

On  voit  que  le  dénominateur  nous  présente  à  intégrer  une  fonction 
rationnelle,  et  le  numérateur  un  radical  carré  affectant  un  trinôme  du 
second  degré.  Nous  rentrons  donc  dans  les  procédés  classiques,  mais 
je  ne  m'arrêterai  pas  à  en  développer  les  calculs. 


17.   Supposons  enfin   que  la  trajectoire  soit  représentée  par  une 
équation  de  la  forme 

'■=[/('>)]'•, 

avec  un  exposant  n  entièrement  quelconque,  entier,  fractionnaire  ou 
incommensurable,  positif  ou  négatif,  et  une  fonction  arbitraire  f,  qui 
dépend  de  0  mais  nullement  de  n.  Il  s'ensuit 


d-^-' 


et,  par  conséquent. 


[I        \  /■  /  /"'  r        f"  f- 1 


r/0. 


Le  facteur  /i  sort  des  signes  d'intégration  et  disparaît  de  la  frac- 
tion (c))  qui  devient 


ffi  f  ff  f"  n  fn 

H~.  sin20dO~  n  /  --^-^  s\n 2 0 dO  +  /K«  + ')  /  77  ^î»^0d9 

•f?  -^  *        ~pji  f  fi  fil  /•/■'» 

h'—cosiddd  —  n      ^^-4rCOS2edd  +  n{n  -h  i)  hj^cos^S  d6 


ViUVj'ii  .— 
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On  voit  que  n  a  cesse  de  figurer  en  exposant,  et  que  tang2/  n'en  dé- 
pend plus  que  sous  la  forme 

a  -\-  bn  -\-  cn- 
A  +  B  /i  4-  G  n'  ' 

avec  des  coefficients  uniquement  fonctions  de  0.  Si  donc  on  fait  varier 
cet  exposant  d'une  maniera  continue,  en  déformant  ainsi  progressi- 
vement l'arc  de  trajectoire  compris  entre  deux  azimuts  déterminés,  la 
rotation  des  axes  principaux  de  l'énergie  autour  du  pôle  sera  réglée 
par  cette  fraction  rationnelle  du  second  degré. 


18.  Il  s'opère  même  encore  une  simplification  lorsque  l'on  prend 
pour  la  fonction  arbitraire  cos6  (').  On  a  dans  ce  cas/"=  — /,  et 
l'expression  (i3)  peut  s'écrire 


[: 


dH- 


dO-' 


dr  =  n(n  -h  i)-y  li  -]-  n^A  dO. 


Le  facteur  n(^n  ■+-  i)  disparaît  (")  de  la  fraction  (9)  qui  se  réduit  à 

la  forme 

a  -+-  bn 

tan2r2/,  =  -7 rr— • 

^  A  +  B  /« 

Il  nous  est  d'ailleurs  facile  d'achever  alors  le  calcul. 
Prenons,  à  cet  effet,  l'équation 

(i4)  r^cos^Ô. 


(')  La  forme  Mcos(9  -f-  m)  présente  la  même  propriété,  mais  n'apporte  pas 
au  fond  plus  de  généralité,  puisque  la  constante  m  n'a  d'autre  effet  que  de  dé- 
placer Taxe  polaire  et  M  de  modifier  l'unité  de  longueur. 

(-)  A  la  condition  d'exclure  les  deux  hypothèses  n  =: — i  (ligne  droite)  et 
n  =z  o  (cercle  décrit  autour  de  l'origine),  pour  lesquelles  il  n'y  a  plus  aucune 
variation  d'énergie. 
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Il  nous  vient  (*) 


tano-2/. 


-T-  H 77-  )  sin  6  sin  2  Ô 

,  COS&  co^-^U  j 


('^)  /(^ 


dB 


sin  9  COS2  9  ^9 


cos-^9^ 

(20  —  sin 2  0)  cos-0  +  «[(2  +  cos2ô)sin20  —  60cos-5] 
2(cos2  Ôsin-Ô  +  cos-Ô  Logcos0)  —  n{\  -\-  2cos2  &sin-54-6cos-  C^LogcosS) 


§  ni. 

19.  Jusqu  ici  nous  ne  nous  sommes  occupés  que  de  la  recherche  des 
axes  principaux.  Celle  des  moments  d'inertie  est  aussi  facile,  et  l'on  y 
pourrait  trouver  quelques  exemples  méritant  d'être  remarqués  pour 
leur  simplicité.  Mais  je  ne  m'y  attarderai  pas,  et  me  bornerai,  pour  ne 
pas  trop  m'étendre,  à  formuler  pour  des  conditions  quelconques  l'ex- 
pression du  moment  d'inertie  I  d'un  élément  £  de  Dynamique  générale, 
quelle  qu'en  soit  la  nature.  Il  nous  suffît,  à  cet  égard,  d'envisager  un 
axe  mené  par  l'origine  sous  des  angles  a,  p,  y,  puisque  la  théorie  clas- 
sique permet  d'y  rattacher  toutes  les  droites  parallèles. 

Quant  à  la  recherche  des  axes  principaux  dans  l'espace  à  trois  di- 
mensions, elle  se  réduit  à  l'application  de  la  méthode  de  l'équation  en  S 
à  l'ellipsoïde  que  l'on  obtient  en  remplaçant  dans  Texprcssion  sui- 
vante cosa,  cos^,  C0S7  par  X,  Y,  Z. 

On  sait  que  le  moment  d'inertie  a  pour  valeur  dans  ces  conditions 

I  =  cos-uf{y-  -h:'')t-{-  cos-^f(x'-  -h  z')z  4-  cos--(f(x- -h y-)i 
—  2  cos[^  cosy  i  y~-^  "  -  ^'O'^y.  cosy  /  xzi  —  2  cosa  cos[3  /  xyi. 

(')  On  peut  rapprocher  l'une  de  l'autre  les  formules  (6)  et  (i5)  qui  reprc- 
senlent,  pour  la  même  famille  de  courbes  (i4)i  les  axes  principaux  du  temps  ou 
de  l'énergie. 

On  peut  également  vérifier,  dans  l'hypothèse  n  =  i ,  la  concordance  de  cette 

dcrnirre  (lo)  avec  (12). 
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20.  Continuons,  pour  fixer  les  idées,  à  prendre,  comme  élément 
fondamental  £,  l'énergie  recueillie  en  cours  de  route. 

Imaginons  spécialement  que  le  mouvement  soit  effectué  sur  une 
courbe  quelconque,  sous  l'action  de  la  gravité,  par  l'unité  de  poids. 
On  aura  alors,  en  employant  des  coordonnées  plongeantes, 

^  —  fj- 
Déterminons  enfin  cette  trajectoire  par  les  équations  paraboliques 

avec  des  exposants  complètement  arbitraires  ('). 

Pour  diminuer  les  écritures,  je  me  bornerai  à  compter  les  arcs  à 
partir  de  l'origine,  en  supposant,  à  cet  effet,  les  exposants  positifs; 
mais  ils  reprendraient  toute  leur  généralité  si  nous  intégrions  entre 
des  limites  quelconques  s„  et  ^. 

Il  vient  dans  ces  conditions 

I  =  cos^^a  f  {N-z-''^  z-)dz  -\-  cos-^  f\Wz-"'^z')dz 
+  cos-y  f  (M- j-'"  +  K'z-'')dz  -  sN  cosfl  cosy  f  ;"+'  dz 

—  2  M  cosa  cosy  /    j'"+'  dz  —  i  MN  cosy.  cos  |3  Ç  z'"^"  dz, 
c'est-à-dire 

1  =  COS- a h   ..-4-  cos- 3 


■2  il   -t-   I  O    /  \    '^  "*   "t-  I 

COS- Y \ z"-^-  cosp  cos  Y 

'     \    2  /7J  -I-  I  2  //   H-  1    /  //,  -i-  2  ri 

z'"^-  cosa  COS  Y  —    -m+n+i  ç^^^y  cosp, 


(')   En  excluant  senlemeul  les  valeurs  qui  conduiraient  à  des  logarithmes  dans 
l'intégration. 
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ce  qui  peut  s'écrire 


-i-  -T  ]  cos'*  a  -h 


2/1  -i-  1  3 


.-r' 


2/n 


-  +  ^    cos^p 


a; 


2 


r 


2  m  -+  1  2  n-h  i 

2  0CZ 


cos^r  — 


2xy 


2yz 

rt  -h  2 


cos 


[î  cosy 


m  -h  2 


COS  a  cos  Y cos  a  cos  3 

'         m  -\-  n  -h  1  ^ 


Telle  est  la  valeur  du  moment  d'inertie  (').  Nous  en  déduisons 
d'autre  part  cette  équation  en  S  pour  servir  de  point  de  départ  à  la 
méthode  classique  de  détermination  des  axes  principaux  de  l'énergie  : 


(rt  +  2)2^2 

s- 

-  z 

^z*             y-                       (/z  -1-  2  )x''' 

II 

_  3      '     2/4  +  1           (  m  H-  2  )  (  /?4  +  /i  +  I  ) 

{m-h2)\r^ 


-=[ 


x^ 


{ni  -h  2} y- 


3         2  m  -\-  i         (  «  +  2  )  (  m  -t-  rt  +  I  ) 
(m  -H  /i  +  I  )- Z' 


(  m  H-  2  )  (  /4  -j-  2  )  (  m  -+-  «  -H  I  ) 


X- 


r 


{m  -\-  n  -\-\)z- 


2m, 


I  2  /i  -t-  I  (  /n  +  2  )  (  /i  H-  2  ) 


(*)  Si  l'on  emploie  par  exemple  la  droite  également  inclinée  sur  les  trois  axes, 
en  faisant 


on  aura  simplement 
31 


1 

cos  a  =:  cos  p  ^  cos  y  =:  —  ) 

v/3 


X' 


^2 


y- 


CLf  Âa 


xy 


2Z 


2/71  +  1         2  /i  +  1         3         II  -\-  2        m  -\-  2        m  -j-  n  -i-  1 
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Sur  l'équation   de    Volterra; 
Par    31.    TRAJAN    LALESCO 

Licencié  es  sciences. 


IMUODUCTION. 

Le  présent  Lra\ail  a  pour  bul  de  développer  el  conipléUM"  en  cerlains 
points  les  belles  recherches  de  M.  Vollerra  (')  suj-  l'équation  lonc- 
tionnelle 

(i)  r/(x,^)9(.s-)^/.s  =  F(./;) 

et  sur  des  équations  analogues  où  Tune  au  moins  des  limites  de  lïn- 
tégrale  est  variable;  0(5)  désigne  la  fonction  inconnue. 

Ces  recherches  ont  été  le  point  de  départ  de  la  grande  extension 
qu'a  prise  dans  les  derniers  temps  le  calcul  fonctionnel  surtout  avec 
Fintroduction  de  l'équation  fonctionnelle  de  Fredholm.  Les  beaux 
résultats  de  M.  J.  Fredholm  ont  été  obtenus  par  un  passage  à  la  limite 
d'un  problème  d'Algèbre;  or,  cette  idée  fondamentale  est  exactement 


(')  V.  Volterra,  Sulla  inversione  degU  integrali  defiiùtl  {Atti  délia  reale 
Accadeinia  délie  Scienze  di  Torino.  12  janvier.  8  mars,  26  avril  1896,  p.  3ii, 
4oo,  557,  698). 

FoiV  aussi  Rendiconli  délia  reale  Accade/nia  dei  Lincei  {i'^''  semesire  1896, 
p.  177,  289). 
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celle  qui  a  conduit  M.  V.  Vol  terra  à  ses  résultats  et  elle  se  trouve  indi- 
quée dans  la  première  de  ses  quatre  Notes  publiées  dans  les  Atti  délia 
reale  Accademia  del  Torino.  C'est  un  point  qu'il  était  utile  de 
signaler. 

L'équation  (i)  a  une  importance  incontestable,  grâce  à  ses  nom- 
breuses applications  dans  la  théorie  des  équations  linéaires  aux  déri- 
vées partielles  et  partant  dans  la  Physique  mathématique;  d'autre 
part,  c'est  un  instrument  analytique  nouveau,  irréductible  à  ceux  dont 
l'Analyse  était  déjà  douée.  En  effet,  si  le  noyau /"(a;,  s)  est  un  poly- 
nôme en  X  de  degré  /<,  il  est  facile  de  montrer  que  la  résolution  de 
l'équation  fonctionnelle  (i)  revient  à  l'intégration  d'une  équation 
différentielle  linéaire  d'ordre  n  avec  des  conditions  initiales  données; 
si  l'on  restait  donc  dans  cette  hypothèse,  l'introduction  de  l'équation  (  i) 
ne  serait" justifiée  que  par  certaines  considérations  de  commodité. 
Mais  on  sait  que  M.  V.  Volterra  a  étudié  le  cas  général  où  f(x^s) 
est  une  fonction  de  deux  variables  réelles  très  générale;  en  prenant 
seulement  le  cas  où  la  fonction  f(x^s)  est  une  fonction  analytique 
entière  en  ,/•  d'ordre  plus  petit  que  i,  nous  montrerons  que  la  réso- 
lution de  1  équation  (i)  revient  à  l'intégration  d'une  équation  diffé- 
rentielle linéaire  d'ordre  ///fini,  avec  des  conditions  initiales  données, 
et  cette  circonstance  nous  rend  compte  en  quelque  sorte  de  «  l'équi- 
valence »,  dans  le  domaine  actuel  de  l'Analyse,  de  cette  équation  fonc- 
tionnelle. 

C'est  en  raison  de  cette  importance  et  des  profondes  recherches  (jue 
M.  V.  Volterra  a  publiées  à  ce  sujet  que  nous  désignerons,  dans  ce 
travail  (à  l'exemple  de  notre  maître,  M.  E.  Picard),  Téqualion  fonc- 
tionnelle (i)  sous  le  nom  de  Vcquation  de  Volterra. 

La  méthode  suivie  par  M.  V.  Volterra  a  obligé  l'auteur,  une  fois 
les  résultats  trouvés,  de  se  contenter  simplement  d'une  vérification,  ce 
qui  est  d'ailleurs  aussi  le  cas  de  M.  .T.  Fredholm,  et  pour  la  même 
raison;  en  posant  a  priori  les  solutions  et  les  conditions  de  possibilité 
du  problème  dans  les  divers  cas  qu'il  examine,  M.  V.  Volterra  dé- 
montre qu'elles  satisfont  bien  à  l'équation  fonctionnelle  considérée. 
Cette  méthode  de  vérification  ne  permet  pas  de  voir  dans  la  nature 
intime  de  la  question  el  conduit  parfois  à  des  calculs  fastidieux,  sur- 
tout dans  le  cas  général  où  le  uoyau  ./"(•/",  -v)  s'annule  pour  ./•  =  .v  =  o. 
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Kn  exarninaiil  de  |)li]s  près  la  solution  de  M.  V.  Volterra,  on  reconnaît 
qu'elle  dépend  d'un  mécanisme  d'approximations  successives;  c'est 
ce  mécanisme  (|ue  M.  E.  Picard  a  mis  en  évidence  en  montrant  avec 
quelle  élégante  simplicité  on  retrouve  les  résultats  de  M.  V.  Volterra, 
si  l'on  applique  franchement  les  approximations  successives.  M.  E. 
Picard  (  '  )  a  ainsi  traité  le  cas  où  le  noyau  étant  fini  dans  un  intervalle 
réel  donné  ne  s'annule  pas  identiquement  pour  .s-  =  /;  et  celui  où  le 
noyau  pouvant  devenir  infini  est  de  la  forme 

/(-'•')  =  ^        (o<X<.), 

la  fonction  G(x,s)  n'étant  pas  identiquement  nulle  pour  x  =  o. 

Dans  ce  travail  nous  appliquons  directement  la  méthode  des  ap- 
proximations successives  au  cas  général  où  l'on  a 

/(x,s)  =  AnX"-hAn^tX"-'s  -f-  . . .  -h  A^s"  -hft(x,s), 

f,  (x,  s)  étant  une  fonction  dont  tous  les  termes  sont  de  degré  supé- 
rieur à  n  en  x  et  s.  Par  notre  méthode,  la  solution  de  ce  problème 
dépend  de  l'intégration  d'une  équation  différentielle  linéaire  d'ordre  // 
et  d'un  mécanisme  d'approximations  successives.  Si  l'on  fait  l'hypo- 
thèse de  Ao  +  A,  -h  . . .  H-  A„  =iit  o  qui  est  implicitement  admise  dans  les 
recherches  de  M.  V.  Volterra,  cette  équation  différentielle  linéaire 
d'ordre  n  est  du  type  de  Fuchs  par  rapport  à  x  =  o,  et  c'est  l'équation 
déterminante  de  Torigine  qui  joue  naturellement  le  rôle  essentiel  dans 
le  développement  de  la  solution  et  qui  s'introduit  ainsi  d'une  façon 
toute  naturelle  ;  nous  démontrons  facilement  qu'elle  se  réduit  d'ailleurs 
à  l'équation 


l- 


n\ 


qui  a  été  donnée  par  M.  Volterra. 

Un  théorème  important,  qui  complète  celui  de  M.  V.  Volterra,  a  été 


(*)  E.  Picard,  Sur  une  équation  fonctionnelle  {Comptes  rendus^  t.  GXXXIX. 
1904,  p.  245). 


I1>(S  TRAJAN    LALESCO. 

obtenu  par  M.  E.  Holingren  ('  ),  par  des  calculs  laborieux;  nous  ré- 
tablissons sans  peine,  en  approfondissant  davantage  les  conditions  du 
problème  et  étudiant  aussi  le  cas  des  racines  nulles. 

L'hypothèse  de  Aq  +  A,  H-  . . .  -i-  A„  =  o  n'a  pas  été  examinée  par 
M.  V.  Volterra;  dans  ce  cas  le  problème  devient  beaucoup  plus  diffi- 
cile, car  il  dépend  de  l'intégration  d'une  équation  différenlielle  linéaire 
qui  peut  admettre  des  intégrales  irrégulières.  En  examinant  d'une 
façon  complète  le  cas  de  /?=  i ,  nous  trouvons  un  résultat  qui  conduit, 
dans  une  hypothèse  particulière,  à  un  énoncé  dû  également  à  M.  E. 
Holmsfren. 

Pour  le  cas  d'un  noyau  de  la  forme ^— .  nous  avons  conservé  le 

fameux  artifice   d'Abel  employé  par  M.  A  .  A  olterra    et  nous  avons 
examiné  le  cas  gfénéral.  Nous  avons  traité  aussi  les  divers  autres  cas 
considérés  par  M.  V.  Volterra. 
Ainsi  l'équation 

"'/(.,;,  .,)?(.)rf.5  =  F(x), 


/ 


où  p  et  (/  sont  des  constantes  données  telles  que   -   ^  i,  est  résolue  en 

appli(|uant  une  méthode  due  à  M.  E.  Picard  C'),  pour  une  équation 
fonctionnelle  rencontrée  dans  la  théorie  des  équations  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre  et  avec  laquelle  elle  a  beaucoup  d'analogie. 
Il  est  vrai  qu'on  peut  réduire  cette  équation  à  l'équation  (i),  par  un 
artifice  souvent  employé  dans  ce  genre  de  questions,  en  prenant  un 
noyau  égal  d  f(x,s)  pour  .v  compris  entre  px  et  qx  {p.^q)  et  à  o 
pour  o<^s<^qx.  Mais  l'équation  (i)  sur  laquelle  nous  tombons 
n'entre  dans  aucune  des  catégories  étudiées  par  IVl.  Volterra  et  c'est 
pour  cela  qu'on  doit  l'étudier  directement. 

Les  systèmes  de  n  équations  de  Volterra  simultanées  à  //  fonctions 
inconnues  et  les  équations  de  Volterra  à  //  variables  indépendantes 
peuvent  être  aussi  traités  avec  une  grande  simplicité  par  la  méthode 

(')  E.  Hoi.M(;ki:n,  Su/-  un  théorème  de  t\I,  V.  Volterra  sur  l'inversion  des 
intégrales  définies  (extrait  d'cme  lettre  adressée  à  M.  V.  N'oiterra)  {Atti  délia 
reale  Accademia  del  Torino,  t.  XXXV,  1900,  p.  Sjo). 

(^)  E.  l'iCAiU),  Comptes  rendus.  i3  mai  1907.  j).  1009. 
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des  appro.vimalions  successives,  el  nous  l'avons  indiqué  en  examinant 
avec  quelque  détail  le  cas  de  /i  =  2.  Nous  avons  pris  comme  application 

l'étude  du  cas  ^  =  —  t  qui  n'avait  pas  été  étudié  et  qui  nous  a  conduit  à 

un  résultat  intéressant. 

Nous  nous  sommes  aussi  occupé  d'une  généralisation  de  l'équation 
de  Yolterra,  due  à  M.  E.  Burgatti  (').  Il  s'agit  de  l'équation 

/■'|/„(x,.)?(.,)+/,(^,.9)^+...+/»(:c,^)'^lrf.s  =  F(x-) 

et  nous  avons  montré  qu'elle  peut  se  réduire  facilement  à  une  équa- 
tion de  Yolterra  proprement  dite,  en  donnant  un  résultat  général  à  ce 
sujet. 

Enfin,  l'étude  de  l'équation  de  Yolterra  non  linéaire  est  de  beaucoup 
plus  compliquée  dans  le  cas  général.  Pour  le  type  d'équations 

0 

(|ui  contient  linéairement  la  fonction  inconnue  en  dehors  du  signe 
d'intégration,  la  méthode  des  approximations  réussit  complètement  et 
nous  donne  un  résultat  général  contenant  celui  obtenu  par  M.  E.  Picard 

pour  l'équation  -j-  =f(^x,  y),  qui  en  est  un  cas  particulier. 

Dans  la  seconde  Partie,  nous  démontrerons  qu'une  équation  de  Yol- 
terra, à  noyau  fonction  entière  de  x  d'ordre  plus  petit  que  i,  é(juivaut 
à  une  équation  différentielle' linéaire  d'ordre  infini  d'un  type  spécial, 
correspondant  à  un  système  déterminé  d'équations  différentielles 
linéaires  d'ordre  infini  à  une  infinité  de  fonctions  inconnues.  Ce 
système  a  effectivement  une  infinité  de  solutions  linéairement  indé- 
pendantes et  l'intégration  d'une  équation  déterminée  de  Yolterra 
revient  à  l'intégration  d'un  pareil  système  avec  des  conditions  initiales 
qui  déterminent  complètement  la  solution;  celle-ci  sera  donc,  en  gé- 
néral, une  fonction  multiforme  à  une  infinité  de  branches.  Nous  avons 
vérifié  ce  résultat  directement  sur  la  solution  donnée  par  M.  Yolterra, 

(')  E.  BuRGATi'i,  Rendiconli  délia  reale  Accademia  dei  Lincei,  2"  semestre 
1903,  p.  443,  596. 
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en  passant  dans  le  domaine  des  variables  complexes.  La  solution  de 
l'équation  de  Volterra  est  dans  ce  cas  une  fonction  multiforme,  ayant 
en  général  une  infinité  de  branches  et  dont  les  points  critiques,  en 
général  transcendants  et  de  première  espèce  ('),  sont  les  racines  d'une 
certaine  fonction  entière.  Cette  fonction  entière  est  justement  le  coef- 
ficient de  la  dérivée  dont  l'indice  augmente  indéfiniment  dans  l'équation 
différentielle  linéaire  d'ordre  infini  équivalente,  ce  qui  nous  semble 
être  une  circonstance  remarquable  mettant  en  évidence  une  analogie, 
au  point  de  vue  des  singularités,  entre  les  cas  des  ordres  fini  et  infini. 

Comme  cas  particulier  du  précédent,  les  équations  différentielles 
linéaires  d'ordre  fini  pourront  être  toujours  transformées  dans  des 
équations  de  Volterra  appartenant  au  type  simple,  de  sorte  que  nous 
obtenons,  par  la  méthode  des  approximations  successives,  un  dévelop- 
pement pour  leurs  intégrales,  qui  sera  valable  dans  tout  leur  domaine 
d'existence.  Cette  méthode  se  rattache  à  celle  dont  l'origine  est  due 
à  Cauchy  et  qui  a  été  développée  par  MM.  E.  Picard,  L.  Fuchs, 
H.  Poincaré,  etc. 

L'hypothèse  que  nous  avons  faite  sur  le  noyau  de  l'équation  de 
Volterra  revient  à  une  hypothèse  analogue  sur  ce  que  nous  avons 
appelé  la  fonction  génératrice  de  V équation  différentielle  linéaire 
d^ ordre  infini.  Nous  avons  montré,  en  terminant,  le  rôle  que  semble 
devoir  jouer  cette  hypothèse  dans  la  théorie  des  équations  différentielles 
linéaires  d'ordre  infini;  lorsqu'elle  n'est  pas  remplie,  ces  équations 
peuvent  admettre  des  solutions  analytiques  qui  ne  satisfont  pas 
aux  équations  dans  tout  leur  domaine  d'existence.  Un  exemple  bien 
simple  de  pareilles  intégrales  que  nous  avons  appelées  impropres  est 
donné  par  la  fonction  r(ic)  qui  vérifie  l'équation 

,  .  dy  i    d"  y 

Cette  équation  est  du  type  deLaplace;  en  lui  appliquant  la  transfor- 
mation de  Laplacc,  on  obtient  directement  ses  solutions  propres  sous 
forme  d'intégrales  définies  et  aussi  l'expression  de  la  solution  im- 
propre r(:i)  par  l'intégrale  définie  bien  connue. 

(')  Suivanl  une  classification  due  à  M.  P.  Boulroux. 
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PREMIÈRE   PARTIE. 


1.  Considérons  réquation  de  Volterra 

(i)  f  f(x,s)c^(s)ds  =  F(x), 

OÙ  o(s)  désigne  la  fonction  inconnne.  Nons  appellerons  dans  ce  qui 
suit  la  fonction  de  deux  variables  /(j;,s)  le  noyau  de  l'équation  (  [), 
et  nous  supposerons  pour  fixer  les  idées  les  fonctions /(a,-,  s)  et  F(x) 
analytiques  de  leurs  arguments;  nous  naontrerons  ensuite  que  les 
résultats  obtenus  restent  vrais  si  les  variables  sont  réelles,  dans  des 
conditions  beaucoup  plus  larges  qu'il  sera  facile  de  déterminer;  a  dé- 
signe une  constante  arbitraire. 

Le  type  simple  :  /( 0,0)^0. 

2.  Supposons  d'abord  la  fonction  analytique /"(a;,  s)  régulière  dans 
le  domaine  du  point  .r  =  a  et  .v  =  a,  et  proposons-nous  de  déterminer 
une  solution  de  (i)  qui  soit  aussi  régulière  dans  le  domaine  du 
point  s  =  a.  Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  est  évident  que 
nous  devons  avoir  F(a)  =  o;  la  fonction  F(j;)doit  donc  être  régulière 
et  s'annuler  au  point ./;  =  a.  M.  Volterra  la  met  parfois  sous  la  forme 


Soit 

V(:C)  - 

-F(a). 

(■• 

0  /(^"^ 

;>  = 

a^{s) 

+  a 

-a: 

h..  . 

H-  a, 

,(..^<^- 

n 

+ 

le  développement  du  noyau,  où  l'on  a  mis  en  évidence  les  factorielles 
dans  chaque  terme,  seulement  pour  faciliter  l'écriture  dans  ce  qui 
va  suivre. 
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Cela  posé,  dérivons  une  fois  (i);  nous  obtenons  l'équation 


i) 


en  posant 


(io{^-)f('^-)  +f  /,  (-t-,  -Ç )  -îi-sjds  =  F{x) 


jT  /         \         àf{x,  s) 


Celle  forme  est  très  favorable  pour  l'applicalion  de  la  méthode  des 
approximations  successives;  en  effet,  introduisons  un  paramètre  A 
devant  le  sij^^ne  d'intégrale  et  cherchons  à  satisfaire  à  (2)  par  un  déve- 
loppement de  la  forme 


(4) 


cp(.x-)=:o„(x)  +  A9,(./;) 


A"  9,/./;)+..., 


les  fondions  ^^(x),  o,(.x),  . . .,  ^«(x),  . . .  étant  les  diverses  approxi- 
mations (pi'il  s'agit  de  déterminer.  Si  l'on  introduit  le  développe- 
ment (3)  en  (2)  et  si  l'on  égale  à  zéro  les  coefficients  des  diverses 
puissances  de  À,  nous  obtenons  les  équations  suivantes  : 


(5) 


a^{x)r:^,{x)  =  -       f,  (x,  .y)  Oo{s)ds, 

'-Il 

1 


qui  servent  à  déterminer  d'une  façon  successive  les  approximations 
cherchées. 

C'est  ici  que  s'introduit  tout  naturellement  la  condition  que 

«o(a)=/(aia)^o. 

Si  cette  condition  est  remplie,  les  diverses  approximations  z>a{x), 
(p,  (x),  . . .  seront  données  d'une  façon  unique  par  les  relations  (4),  et  elles 
seront  parfaitement  déterminées  dans  le  cercle  C  ayant  pour  centre  le 
point  a  cl  comme  rayon  la  plus  petite  des  distances  du  point  a  au  zéro 


sua  i/éqlaïion   de   voi/ieuha.  i '^3 

de  «o(x)  elaux  poinis  singuliers  de  F(/)  et  /, (•^■,s)  les  plus  rappro- 
chés du  point  a. 

Tous  les  termes  de  la  série  (3)  ont  ainsi  un  sens  parfaitement  déter- 
miné pour  toute  valeur  de  x  située  à  l'intérieur  du  cercle  C,  et  l'on  peut 
démontrer  avec  facilité  que,  pour  tout  point  x  situé  à  l'intérieur  du 
cercle  C,  la  série  (3)  est  une  fonction  entière  de  \  et  qui,  par  consé- 
quent, convergera  absolument  et  uniformément  dans  tout  intervalle 
fini  de  \. 

En  effet,  soit  m  le  minimum  de  cif^^x)  à  l'intérieur  du  cercle  C;  on 
a  sûrement  m  ^  o,  d'après  la  définition  même  du  cercle  C.  Soient, 
d'autre  part,  k  et  ]x  les  modules  maxima  de  F'(.x)  et  ff{x,s)  dans  le 
même  domaine  G;  on  a  évidemment  les  inégalités 


l?i(-^)l<  —  —  (•^-" — «V 

I  1  '  \     y'  ^   ^  m   m  ^ 

\  t  -\       '  I   ^    //;    m  -  I  .  ■), 


1 


s  ,    ^    /■•    a"    (x  —  a)" 


ni   ni  "     1.7...// 


ce  qui  nous  montre  bien  que  la  série  (3)  est  une  série  entière  en  A 
d'ordre  au  plus  égal  à  i,  pour  toute  valeur  de  x  située  à  l'intérieur  du 
cercle  C.  Nous  avons  ainsi  obtenu  une  fonclion  de  x  parfaitement 
déterminée  à  l'intérieur  du  cercle  C  et  (jui  satisfait  formellement 
l'équation  (2);  mais  d'autre  part  le  développement  (3)  y  est  abso- 
lument convergent  en  X,  d'où  il  résulte  que  la  fonction  cp(ic)  définie 
par  le  développement  (3)  est  bien  une  solution  de  l'équation  (2). 

On  peut  montrer  que  cette  solution  est  unique  si  x  est  compj'is  à 
l'intérieur  du  cercle  G.  En  effet,  donnons-nous  d'abord  un  chemin 
d'intégration  bien  déterminé,  par  exemple  un  rayon  du  cercle  G;  s'il 
y  avait  une  seconde  solution  régulière  au  point  a  différente  de  ©(./;), 
l'équation  (2),  sans  second  membre, 

(G)  ao{x)o(x)-h  f  f,(x,s)<f(s)ds  =  o, 

Journ.  de  Math.  (6*  série),  lomc  IV.  —  Ka.sc.  II,  njoS.  19 
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aurait  une  solution  non  identiquement  nulle  et  il  est  facile  de  voir  que 
cela  est  impossible.  Pour  cela,  remarquons  que  des  relations  (5)  et  (6) 
on  déduit 


a 


ds. 


On  obtient  donc  des  relations  identiques  aux  formules  (4),  où  l'on 
doit  seulement  remplacer  ©«(a?)  par 

En  vertu  du  raisonnement  précédent,  il  en  résulte  que  l'expression 

X«[o(^-)-?«W] 

est  le  terme  général  d'une  série,  fonction  entière  de  À,  et  par  consé- 
quent on  a 

lim[cp(x-)  -  ^„{x)]  =  o, 

d'où 

^(x)  =  limcp„(.x')  =  G. 

L'équation  (2),  sans  second  membre,  n'admet  donc  aucune  autre 
solution  régulière  en  a  que  la  solution  identiquement  nulle.  Prenons 
maintenant  un  autre  chemin  situé  tout  à  l'intérieur  du  cercle  C  et 
aboutissant  au  point  x-^  il  est  évident  que  la  solution  donnée  par  la 
formule  (3)  n'a  pas  changé,  car  chacun  de  ses  termes  est  une  inté- 
grale dont  la  valeur  est  restée  inaltérée  par  la  déformation  du  chemin 
d'intégration.  La  solution  est  bien  unique  (')  dans  le  cercle  C. 

On  remonte  ensuite  de  l'équation  (2)  à  (i)  par  une  intégration  qui 
n'introduit  pas  de  constante  arbitraire,  car  F(a)  =  o.  Nous  avons 
ainsi  démontré  le  premier  théorème  de  M.  Yolterra  : 

Si  /\ot.^  a)  ^  o,  r équation  de  Volterra  (i)  admet  une  solution,  et 
une  seule,  régulière  au  point  cl. 

(•)  l^our  le  cas  des  variables  réelles  la  première  partie  est  suffisante,  car  le 
chemin  d'intégration  reste  toujours  le  même;  dans  le  domaine  complexe  cela 
n'est  pas  suffisant,  et  nous  verrons  la  portée  de  celle  remarque  dans  la  seconde 
Partie  de  notre  travail. 
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Elle  sera  sûrement  régulière  dans  le  cercle  de  centre  a  ayant  pour 
rayon  la  plus  petite  des  distances  du  point  a  aux  zéros  de  ao(^)  ^t  aux 
singularités  de  F(x)  et  f(x^  s). 

5'.  On  peut  retrouver  sans  aucune  difficulté  la  formule  même 
donnée  par  M.  V.  Volterra;  il  suffit  de  remplacer  les  approximations 
tirées  tout  au  long  des  formules  (4)-  Nous  obtenons  ainsi,  en  ayant 
soin  d'appliquer  la  formule  de  Dirichlet  où  il  y  a  lieu  et  posant,  pour 
abréger. 


agi  je) 


-,(./;,  .9), 


92 (^')  =  {—  i.f  I     Ti , {X,  S) ds  I    it ,  (s,  0-) 9„ (a) (h 


et,  en  général, 

?«(->t")  =  (-  lY       û ,  ( ./;,  s  )  ds  I    r.„  ^ ,  (  .v,  cr)  o„  (a)  da 

=  (— i)"/     Oo{rr)dal    û,(^x,  .y)7:„   ,(.v,  crV/.v 

,,.,■ 

=  (—  I  )"  /     r,„(x,  cr)  9o((y)  «^^' 

•   a 

où  Ton  a  d'une  façon  générale 

Ti„{x,y)  =  /    -rr,  (x,  .s) 7i„_,  (5,7)  <:/5. 
Donc,  en  posant 

'iz(x,  5)  =  -  71,  (x,  s)  -^Tz.,(x,s)-h...-h{—  i)"  7:„(x-,  s  )-+-..., 
on  voit  que  la  solution  de  l'équation  (1)  est  donnée  par  la  formule 


(7) 


(p(x)  = 


«o(-2') 
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qui,  aux  notations  près,  est  justement  la  formule  de  M.  Volterra. 

4.  Un  cas  particulier  présentant  un  intérêt  à  la  fois  pratique  et 
liistorique  est  celui  où  le  noyau  est  de  la  forme  f{x  —  s).  Dans  ce  cas, 
a^{s)  se  réduit  à  une  constante  (ju'on  peut  supposer  être  égale  à 
l'unité.  On  aura  donc,  dans  ce  cas, 

71,  (^X-  —  S)  =  f,{x  ~  h), 

7:2(0;  -  s)  =J  f\{x  -  a)/((7  -  S)dr! 
et,  en  j;énéral, 

r.„i^x  -  .y;  =  j    J\  {x  —  a)  -„_  ,{a  -  .s)  th. 

Si  l'on  fait  la  transformation  de  coordonnées  o-  —  .s  ~  /,  on  obtient 

T.„(x  —  S)  =  /        /,  {X  —  S  —  l)T.,^_t{i)  dl  ; 
on  a  donc 

et,  par  conséquent, 

r" 

et  l'on  a,  par  conséquent,  dans  ce  cas,  la  formule  plus  simple 

(8)  (^(x)  =  F'(x)-]-  f  T.{x  -s)V'{s)ds. 

Ce  calcul  s'applique  évidemment  si,  plus  généralement,  on  avait  un 
noyau  fonction  de  la  combinaison  'k(x)  —  À(.v)  {'). 

Le  cas  de  /(o,  o)  =  o. 

'6.  .)us([u'ici,  riiypotlièse  af,(x)=^o,  pour  x=  a,  a  été  essentielle, 
n  faut  maintenant  nous  aflVanchir  de  celle  hypotlièse  et  examiner  le 


(')    ^'o//- N.  VoLiEHHA,  Annali  (li  Malematica.  1897,  p.  lô). 
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cas  gônéraJ.  Le  noyau  étant  analytique  en  x  et  s  et  régulier  au  point 
a?  =  5  =  a,  développons-le  suivant  les  puissances  de  x  —  a  et  .ç  —  a; 
pour  simplifier,  nous  supposerons  dorénavant  que  le  point  a  a  été 
transporté  à  l'origine,  de  sorte  que  a  =  o. 

Le  développement  de  f(x,s)  aura  nécessairement,   dans  le   cas 
général,  la  forme  suivante  : 

f(x^s)  =  A„x"-{-  A„_,x"-'s  -h... -h  A„s"-h  ']j(x,s)^ 

'j>(  X-,  s)  contenant  des  termes  dont  le  degré  total  en  x  et  s  est  supérieur 
à  /t.  Avant  d'étudier  ce  cas  général,  nous  allons  d'abord  considérer  le 
cas  particulier  où  la  fonction /'(j:-,  s)  est  un  polynôme  en  x  de  degré  //. 
C'est  une  manière  d'agir  qui  s'impose  pour  ceux  qui  sont  un  peu 
habitués  au  mécanisme  des  approximations  successives;  ce  cas  parti- 
culier nous  sera  d'ailleurs  très  utile  et  pour  d'autres  développements 
ultérieurs. 

Nous  pouvons,  dans  ce  cas,  écrire 

/(x,  5  )  =  <'/„ (  s)  -f-  a,  (s) h . . . 

(q)      ^ 

les  fonctions  H/((s)  étant  régulières  pour  .y  =  o. 

En  dérivant  une  fois  l'équation  (i)  par  rapport  à  x,  nous  obtenons 


«0 


(x)<^(x)  -J^    \^a,{s)-^.. .  +-  ^«(^)^'^^ _!')",']  '^{s)ds  =  ¥'{x) 


et,  par  a  dérivations  successives, 

[a^{x')r^{x)\—[a,{x)(^{^x)\ 

j 

(lo)     I  [«o(x-)9(x-)J^^J-|a,(x)^(;if)J'^-"  +  ... 
+  (-  \y\ak{x)^{x)\ 
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et 

-0  . 


Nous  avons  ainsi  déduit  de  (  i\  par  /^  H-  i  dérivations  successives, 
une  équation  différentielle  linéaire  d'ordre  n  qui  est  l'équation  adjointe 
de 

(lo")  < 

(  -ha„_,(xY-^  4-  a„\x))'  =  F"-^''(x). 

Réciproquement,  supposons  que  o(x)  soit  une  solution  de  l'équa- 
tion (lo')  et  qu'elle  satisfasse  aux  //  relations  (  lo  )  où  l'on  fait  x  =  o: 
on  pourra,  par  n  intép^alions  successives,  remonter  de  (lo')  à  (i  )  et, 
par  conséquent,  la  fonction  cp(as)  sera  bien,  dans  ces  conditions,  une 
solution  de  l'équation  fonctionnelle  (i).  Or  les  relations  (  lo),  où  l'on 
fait  ./•  ==  o,  sont  n  relations  linéaires  entre  la  valeur  de  oix)  et  de  ses 
/i  —  I  premières  dérivées,  pour  ./;  =  o.  Si  nous  désignons  par  y\,^ 
y ,,...,  y„  ,  ces  valeurs,  les  relations  (  lo  )  deviennent,  pour  .r  =  o, 

i  ao7n  =  l"(o). 


^^^-^         I       «nr/^^iA^/;, -«,l)V,-^••• 
+  (  «;  -  a/-'  -h. . .  -^  ft,  )/„  =  F*-^"(  O), 

en  posant 

a;^>  =  «f(o). 

Supposons  «y  =  «^(o)  :^  o  ;  dans  ce  cas,  les  relations  (ii)  nous 
déterminent  successivement  y,,,  j^,,  ...,  y„  ,  et  d'une  façon  unirjue. 
Tia  foiuîtion  o(x),  solution  de  (i),  doit  donc  satisfiiire  à  l'équalion  dif- 
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férentielle  cFordre  n  (lo')  et  sa  valeur  ainsi  que  celles  de  ses  a  —  i  dé- 
rivées sont  parfaitement  déterminées  pour  .r  =  o  ;  d'ailleurs,  le  coeffi- 
cient de  ^    '^  „      en  (lo)  est  «o(.r).  11  suit  de  là  que  l'équation  de 

Volterra  a  dans  ce  cas  une  seule  solution,  régulière  à  l'origine  ;  nous 
retrouvons  ainsi,  d'une  autre  manière,  le  premier  théorème  de  Vol- 
terra pour  l'équation  particulière  que  nous  avons  considérée. 

Soit,  maintenant,  «0(0)  =/(o5  o)  =  o  et  considérons  le  cas  où  l'en- 
semble des  termes  de  degré  minimum  de  /(x,  s^  en  x  et  .9  est  de 
degré  n  ;  ceci  nous  sera  suffisant  pour  arriver  au  théorème  général  de 
M.  Volterra. 

Si  nous  nous  reportons  au  développement  (9),  nous  voyons  que  dans 
ce  cas  les  fonctions  «o(*)?  ^\  (^)^  ■  -  ■■>  ^«-t  (*)  devront  admettre  l'ori- 
gine comme  zéro  au  moins  d'ordre  n,  11.  —  i,  ...,  i  respectivement. 
Nous  aurons  donc 

(12)  ./,(.v)=<^"'(^-/+?/-^- +•••). 

toutes  les  quantités  a^,  a,,  .  .,  a„  ne  pouvant  pas  être  nulles  à  la  fois. 
Supposons  avec  M.  Volleira  que  a„  ^  o.  Les  premiers  membres  des 
l'elations  (11)  sont  identiquement  nuls,  en  supposant  yo»  y  m  •  •  -i  yn  \ 
finis  ;  il  en  résulte 

F'(o)  =  F"(o)  =  ...=  F("^(o)  =  o. 

Par  conséquent,  pour  que  la  solution  de  (i)  soit  finie  à  l'origine,  ainsi 
que  ses  n  —  i  premières  dérivées,  il  faut  que 

Cela  posé,  toute  solution  de  l'équation  différentielle  (10')  régulière 
à  l'origine  sera  une  solution  de  l'équation  fonctionnelle  et  inverse- 
ment. Or,  l'équation  (10')  est  une  équation  du  type  de  Fuchs  pour 
l'origine,  comme  on  le  voit  directement  en  tenant  compte  de  (12)  ou, 
encore  plus  facilement,  en  remarquant  que  son  adjointe  (10")  est  visi- 
blement de  ce  type.  Pour  trouver  l'équation  déterminante  de  l'origine, 
il  suffit  d'observer  que  celle  de  son  adjointe  est  évidemment 

^-0?(P—  l)---(p-  '^  ^-I)+  ^^^?(p-  l)---(?  —  "  +-2)  +  ...+  a„==0. 
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Or,  on  passe  de  l'ôquation  déterminante  d'une  équation  pour  un 
point  à  celle  de  son  adjointe  par  la  substitution  (') 

r=-p-i. 

L'équation  déterminante  cherchée  est  donc 

(  ao(/-+i)(r+2)..  .(r-hn)  —  y.,(r-hi)..  .(r  +  n  —  i)  +  .  .. 
(i3) 

(  -f  (-  i)''a„  =  o. 

Soient  /•,,  /^,  ...,  r„  ses  racines,  supposées  différentes  entre  elles  et 
telles  que  leurs  différences  mutuelles  ne  soient  pas  des  nombres  en- 
tiers; dans  ce  cas,  l'intégrale  générale  de  (ro')  est  de  la  forme 

(i4)     C, X''  P,  (^)  +  C,.x^  Po(.^)  +  . . .  -h  C^X'"  P„(x)  -+-  P(x), 

P(ip)  étant  une  solution  particulière  de  l'équation  (lo')  et  P,(a7) 
Ci  =  1 .  2,  .  . .,  n)  des  fonctions  holomorphes  de  x  et  non  nulles  pour 
X  =  o. 

Or,  la  condition  essentielle  que  s'impose  M.  Volt  erra  par  la  consi- 
dération des  variables  réelles  est  que  la  solution  de  (i)  soit  Jlnie  pour 
x  =  o.  Cela  explique  pourquoi  intervient  dans  ce  problème  la  ques- 
tion du  signe  de  la  partie  réelle  des  racines  de  l'équation  (i3)  qui, 
nous  le  montrerons  tout  de  suite,  se  réduit  à  l'équation  qu'on  trouve 
dans  l'énoncé  de  M.  Yolterra. 

Déterminons  d'abord  une  solution  particulière  ï*(x).  La  méthode 
de  la  variation  des  constantes  nous  donne  immédiatement  une  solu- 
tion de  la  forme 


//.  P 


r. 


Qti^r)du-  p    ,     .     r''Q^{.r)d.r 


(.5)      -1 


X'  r 


(^„(,x)dx 


X'n- 


où  Q,(x),  Q2(>t'),  ...,  Q«(x)  sont  des  fonctions  de  x-,  régulières  à 


l'oi'igine. 


(*)  1^.  FucHS,  Journal  de  C  relie,   t.  7(),  iSjô,  p.  i8o,  cl  Thomé,  niènie  Tome, 
p.  9.84. 
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Si  donc  nous  voulons  qu'elle  ait  une  seule  solution  finie  à  l'origine, 
il  faudra  nécessairement  que  toutes  les  racines  r,,  . . .,  r„  aient  leurs 
parties  réelles  négatives  pour  qu'on  ait  nécessairement 

Dans  ce  cas,  puisque 

R(r,)<o, 

on  aura 

R(7V)+i<i, 

en  désignant  par  le  symbole  R(/^)  la  partie  réelle  de  r,;  par  consé- 
quent, la  solution  particulière  (i5)  sera  finie  à  l'origine  et  ce  sera, 
d'ailleurs,  la  seule  jouissant  de  cette  propriété. 

C'est  le  résultat  général  de  M.  Volterra  pour  l'équation  particulière 
que  nous  avons  considérée.  Pour  retrouver  Téquation  algébrique  de 
l'énoncé  de  M.  Volterra  changeons  le  signe  de  r  en  (i3),  ce  qui  nous 
donne 


(.3') 


ao(/-—  i)(r—  2). .  .(r—  /<t)+  a,  (/'  — i). .  .(/•  —  /^  -1-i)h-.  . . 

+  CLj,{r  —  i){r  —  ■?.)...(/•  —  /i  +p)  +...-1-  a,,=  o. 

M.  Volterra  désigne,  comme  nous  l'avons  fait  dans  le  n°  5,  par 

'^AiX"-'s' 

l'ensemble  des  termes  de  degré  n  de  f{x,  s)  ;  il  est  facile  d'obtenir  les 
relations  entre  A,-  et  cc^  (^i  =  1 ,  . . .,  n)  en  faisant  s  =  x  dans  l'expres- 
sion (9)  du  noyau  et  dans  celles  de  ses  n  premières  dérivées  succes- 
sives. Nous  obtenons 

ao  =  A„  +  A„_,, -4- . . .  +  A,  +  Ao, 

(— i)a,  =  A„_,  +  2A„_2  +  ...  + /<Ao, 

{n-2): 


(-')""'(7rï^  =  A.H-«A„ 


l-')'^=A 


n 
Journ.  de  Math.  (6«  série),  tome  IV.  —  Fasc.  II,  1908.  20 
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Remplaçant  ces  valeurs  en  (i3')  nous  obtenons  l'équation 

(A„4- A„_,-i-...+ Ao)(r— i)fr-  2)..  .(/•—  n) 

—  (A„_,  +  2A„_2+...-h/iAo)(r-  i)('^—  ■2)...(r  -  n -h  i) 

X  (/•—  l)...(r—  AZ  -f-p)  +...-t-  (—  l)"Ao=  O 

qui,  ordonnée  par  rapport  aux  A,,  s'écrit 

A„(r — i). .  .(r — /z)4- A„_,(/' —  i). ..(/'  —  /i-i-i)(/-—/î—  i)  +  ... 
-h  An-p(r  —  i).  -'(r  —  n-h p)(7^  —  n-+-  p  —  2).  ..{r  —  n  —  1)4-.. . 

H-  Ao(/'  —  2). . .(/'  —  n){r  —  n  —  i)  :=  o 

ou,  en  divisant  par  le  produit  (r  —  i).  .  .(r  —  n  —  i), 
(i3")  -^  +  ^^  +  . . .  +  — ^ —  =  o, 

qui  est  justement  l'équation  qui  figure  dans  l'énoncé  de  M,  Volterra. 

Nous  avons  changé  le  signe  de  r  en  (i3);  l'équation  (i3")  doit  donc 
avoir  toutes  ses  racines  à  parties  réelles  positives  ;  dans  ce  cas,  l'équa- 
tion (i)  aura  une  seule  solution. 

Pour  arriver  à  ce  résultat  nous  avons  dû  supposer 

&.„=  Ao4- A,  +  ...4- A„^o, 

condition  qui  est  fondamentale  et  implicitement  supposée  satisfaite 
dans  la  solution  de  M.  Volterra.  En  outre,  nous  avons  supposé  que  les 
racines  r,,  z^,  ...,  /*„  sont  telles  que  leurs  différences  ne  soient  ni 
nulles  ni  entières;  or,  il  est  facile  de  voir  que  cette  condition  n'est 
qu'accessoire  et  que  le  théorème  reste  vrai  même  si  elle  n'est  pas 
satisfaite.  En  effet,  les  termes  logarithmiques  qui  s'introduisent  dans 
l'intégrale  particulière  conduisent  à  des  expressions  de  la  forme 


/ 


Q{jr)  loi;^'.r  djc 
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qui,   pour    être    finies,    conduisent  aux  mêmes   conditions  pour  les 
racines  /•,. 

6.  INous  sommes  maintenant  en  état  d'appliquer  avec  une  grande 
facilité  la  méthode  des  approximations  successives  pour  étudier  le  cas 
eénéral.  Soit 

f(x,s)(^(s)ds  =  F(x) 


f 

•^  Cl 


l'équation  de  Volterra  où  le  noyau  est  égal  à 


n  !  ' 


le  développement  précédent  étant  convergent  si  J5|  <[  a  et  [5  —  x|  <^  R. 
Soit  n  le  degré  minimum  de  l'ensemble  des  termes  homogènes  en  x 
et  s  de/(x,  s).  Si  nous  dérivons  l'équation  de  Volterra  n  -+- 1  fois  de 
suite,  nous  sommes  conduits  à  l'équation 

(D[?o(^)]-K(-^)?o(^)r 
^^^^   !  -[«,w?o(^-)f-*'+..-+(-irKw?(^)] 

(  +  (-  i)""'  ff.(^^  s)o(s)ds  =  F('-"(^), 

où  /n(x,s)  désigne  la  /i'''™®  dérivée  def(x,s)  par  rapport  à  6-  —  x. 
Introduisons  un  paramètre  X  devant  l'intégrale  et  appliquons  la 
méthode  des  approximations  successives;  nous  aurons  d'abord  à 
résoudre  l'équation  différentielle 

(D[ço(x)]  =  K(^)9o(.r)f')-[«.(x-)9„(x-)f-"4-... 

étudiée  dans  le  numéro  précédent,  et  nous  avons  vu  que,  si  l'équa- 
tion (i3")  correspondante  a  toutes  ses  racines  à  parties  réelles  posi- 
tives, l'équation  (17)  aura  une  seule  solution  finie  à  l'origine  de  la  forme 

(po(x)=        x''V,(x)J      ^ -^^^ '- h... 
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OÙ  les  fonctions  Q,  (ic), . . .,  Q„(x),F^(x), . . .,  P„(x)  sontdes  fonctions 
holomorphes  à  l'origine  ne  dépendant  que  de  l'équation  différen- 
tielle (17)  sans  second  membre. 

Les  autres  approximations  successives  sont  données  par  des  équa- 
tions différentielles  linéaires  absolument  analogues  : 


(■7') 


D[s,(x)]  =  (-i)"  f  f„{x,s)o,     (s)<h, 

"  I) 
) 


Rien  n'est  plus  aisé  maintenant  que  de  démontrer  la  convergence 
uniforme  et  absolue  de  la  série  des  approximations 

(18)  ?o(^)+  Xo,(a;)+...+  X«9„(a;)-+-..., 

quel  que  soit  X,  dans  un  cercle  décrit  de  l'origine  comme  centre  et 
dont  le  rayon  sera  tout  de  suite  déterminé. 

En  effet,  soit  q  le  module  maximum  des  fonctions  Q,  (x),  Q2  (ic),  . . . , 
Q„(x)  dans  le  cercle  ayant  pour  rayon  la  distance  de  l'origine  au  pre- 
mier zéro  de  a^(^x)  le  plus  rapproché  de  1  origine;  soient  de  même  p 
celui  des  fonctions  V  ^{x),  ...,  P„(a7),  et  enfin  M  et  N  ceux  de  ¥^'^'^^\x) 
et /„(x,  5)  dans  leurs  cercles  de  convergence.  Le  rayon  du  cercle  où 
la  série  des  approximations  converge  sera  le  plus  petit  de  ces  trois 
rayons. 

Nous  aurons  d'abord 

a  désignant  la  plus  petite  des  quantités  [z-,]  (^  =  i,  ....  //),  et  de  même 
successivement 


9„(x)l<aM 


(«N.r)" 


a(o-  4-  i).  .  .(cx-H  «  )«! 
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ce  qui  démontre  bien  la  convergence  absolue  et  uniforme  du  dé- 
veloppement (18),  quel  que  soit  l,  dans  le  cercle  précédemment 
défini. 

Il  est  inutile  de  vérifier  la  solution  ainsi  obtenue;  en  effet,  la  série 
des  approximations  étant  absolument  convergente,  nous  sommes  sûrs 
qu'elle  est  solution  de  l'équation  (17),  puisqu'elle  la  satisfait  formel- 
lement. 

On  passe  ensuite  de  (17)  à  l'équation  de  Volterra  par  n  +  i  inté- 
grations successives  qui  n'introduisent  pas  des  constantes  arbitraires, 

car 

F(x)  =  x"-^'F,(x). 

La  solution  est  unique;  d'abord,  pour  un  chemin  déterminé  d'inté- 
gration, car  l'équation  (17)  sans  second  membre  ne  peut  avoir  aucune 
solution  autre  que  la  solution  identiquement  nulle,  en  vertu  d'un  rai- 
sonnement identique  à  celui  qui  a  été  fait  au  n*^  i  ;  comme  les  inté- 
grales qui  donnent  les  diverses  approximations  sont  ensuite  uniformes 
dans  le  cercle  précédemment  défini,  on  déduit  que  la  solution  est 
unique,  quel  que  soit  le  chemin  d'intégration  situé  à  l'intérieur  du 
cercle.  Le  problème  est  ainsi  complètement  résolu. 

7.  Qu'est-ce  qu''il  arrive  si  toutes  les  racines  /v  n'ont  pas  leurs 
parties  réelles  négatives? 

C'est  une  question  qui  a  été  traitée,  dans  le  cas  d'une  seule  racine 
négative,  par  M.  V.  Volterra  (')  et,  dans  le  cas  général,  par  M.  E. 
Holmgren  (");  ces  deux  savants  se  sont  occupés  des  fonctions  finies  à 
l'origine,  les  seules  qui  intéressent  dans  le  champ  des  variables  réelles. 
La  méthode  précédente  nous  permet  de  retrouver  et  compléter  le 
résultat  général  obtenu  par  M.  E.  Holmgren. 

Supposons  que  l'équation  (i3")  a  k  racines  à  parties  réelles  néga- 
tives (/f  <^ /z)  ;  l'équation  (i3)  ayant  alors  k  racines  à  parties  réelles 
positives,  soient  j\,  /'o,  ...,  />  ces  racines,  et  considérons  la  solution 


(*)  V.  Volterra,  loc.  cit.,  4*  note,  p.  707. 
(^)  E.  Holmgren,  loc.  cit.,  p.  670. 


i46 
particulière 


TRAJA.N    LÂLESCO. 


Q,(^)Ft"+>)(^)fl'.r 


(19) 


xr.  P,  (.)  r'Q.(^)F^-;H^)^ 

^^/-p,^,(x)  r 


Qa+,(^)F("+"(^)^^ 


où  6  désigne  une  constante  arbitraire,  différente  de  zéro.  Il  est  inutile 
de  faire  la  remarque  que 


Q.(o) 


-A 


o 


(i  =  i,  ■-',  ...,  n), 


car  ce  sont  les  déterminants  wronskiens  des  différents  groupes  âe  n  —  i 
des  n  intégrales  linéairement  indépendantes  x''iFi(x). 

La  solution  (19)  est  une  fonction ^/zi'e  à  l'origine  à  cause  du  choix 
convenable  des  limites  inférieures  dans  les  intégrales  qui  la  composent  ; 
il  n'y  a  qu'une  exception  quand  une  des  racines  /-^  est  nulle.  Dans  ce 
cas,  si  F''''*'''(o)  =^  o,  la  fonction  P(x)  a  une  singularité  logarithmique 
à  l'origine  et  par  conséquent  toute  solution  de  (17)  y  devient  infinie. 
Il  faut  donc  que  F'"'^''(o)  —  o  ;  cette  condition  est  nécessaire  et  suffi- 
sante. 

Puisque  /•,>  o  pour  iSk,  la  solution  Jlnie  à  l'origine  la  plus  gé- 
nérale de  (17)  sera 


C,x'-^F,(x) 


C,x'-'.P,(x)  +  P(x). 


Par  conséquent,  l'équation  (in)  a  une  .solution  finie  à  ror^igine 
indéterminée,  dépendant  linéairement  de  k  constantes  arbitraires, 
car  les  fonctions  x'''P,(:c)(i5/L)  sont  évidemment  linéairement  indé- 
pendantes. 

S'il  y  a  une  racine  nulle,  pour  qu'il  existe  des  solutions  finies  il  faut 
et  il  suffit  qu'on  ait 

¥{x)  =  x--^¥^,{x). 


SUR  l'équation  de  volterra.  147 

Si  cette  condition  est  remplie  il  y  aura  la  même  indétermination. 

Le  passage  par  les  approximations  successives  à  Féquation  géné- 
rale (16)  exige  quelques  précautions  sur  lesquelles  il  est  nécessaire 
d'attirer  l'attention.  Puisque  90  (^)  ^st  fini,  on  aura 

l9o(.^)|<A 

pour  tout  système  de  valeurs  déterminées  d'ailleurs  quelconques  des 
constantes  C,,  C2,  . . .,  G/^  On  aura  donc,  en  conservant  les  notations 
précédentes, 


<AN:r. 


Pour  déterminer  9,(^7),  nous  nous  servirons  uniquement    de  la 
formule  (19);  remarquons  que  l'ordre  d'infinitude  au  voisinage  de 


l'origine  des  intégrales 


i 


qui  était  7^^  quand  ^(x)  =  F'""*'''(a;),  en  supposant  F'""*'*^(o)  ^  o,  est 
à  présent  réduit  d'une  unité  à  cause  de  l'inégalité  à  laquelle  satis- 
fait $,  (j;)  ;  par  conséquent  les  termes 


r      I      Qi{'^)*^i{'^')  dx 

^'  '    ^v^^ 


seront  donc  de  l'ordre  de  x  dans  le  voj^sinage  de  l'origine  et  par  con- 
séquent on  aura,  pour  tout  chemin  d'intégration  où  les  données  F(x^) 
etf{x,  s)  ont  un  sens, 

d'où  l'on  déduit 

A  chaque  approximation,  l'ordre  d'infinitude  de  l'élément  diffé- 
rentiel diminue  d'une  unité  ;  par  conséquent,  au  bout  d'un  nombre 
fini  d'approximations  dans  tous  les  cas,  on  pourra  réduire  les  ordres 
d'infinitude  de  façon  qu'ils  soient  plus  petits  que  l'unité  dans  toutes  les 


l48  TRAJAN    LALESCO. 

intégrales  (19).  A  partir  de  ce  moment,  on  n'a  plus  besoin  d'intro- 
duire la  constanle  b^o\  on  n'a  qu'à  mettre  partout  zéro  comme 
limite  inférieure,  et  alors  nous  tombons  exactement  sur  le  même  cas 
que  le  précédent. 

Nous  avons  ainsi  obtenu  une  solution  qui,  en  mettant  les  con- 
stantes C,,  Co,  . . . ,  C;t  en  évidence,  est  de  la  forme 

Puisque  '/(a?)  satisfait  à  Téquation  de  Volterra  (elle  corres- 
pond au  cas  de  C,  :=  63=  . . .  =  C/t  =  o),  il  résulte  que  les  fonc- 
tions y^  (x),  . . . ,  yj({x)  seront  les  solutions  de  l'équation  de  Volterra 
sans  second  membre 


/    ^{x,s)o{s)ds  =  o. 


Ces  k  fonctions  sont  linéairement  indépendantes,  car  elles  dérivent 
de  k  fonctions  x^^V^J^x)^  ...,  a7'"'P^(a:)  qui  sont  linéairement  indépen- 
dantes en  appliquant  le  même  mécanisme  des  approximations  succes- 
sives. 

Nous  trouvons  ainsi  le  résultat  de  M.  E.  Holmgren,  en  y  faisant 
entrer  le  cas  des  racines  nulles.  Si  F'"'^''(o)  ^  o,  on  devra  les  consi- 
dérer comme  racines  négatives;  au  contraire,  si  F'"'^'^(o)  =  o,  elles 
compteront  comme  racines  positives  de  l'équation  (i3  ). 

Il  est  clair  que  le  raisonnement  précédent  s'applique  aussi  aux  inté- 
grales qui  deviennent  infinies  à  lorigine  ;  il  y  aura  un  certain  nombre 
d'approximations  qui  sont  infinies  à  l'origine,  mais  ce  nombre  sera 
fini. 

Nous  tirons  donc  d'ici  cette  conséquence  que  dans  tous  les  cas,  si 
l'ensemble  des  termes  du  plus  petit  degré  d'un  noyau  en  x  et  s  est  n, 
il  y  a  une  indélerminalLon  précisément  égale  à  n,  c'est-à-dire,  d'une 
façon  plus  précise,  la  solution  de  l'équation  de  Volterra  dépendra  dans 
ce  cas  de  n  constantes  arbitraires.  Dans  le  cas  général,  il  y  aura  tou- 
jours des  solutions  qui  deviendront  infinies  à  l'origine;  il  n'y  a  qu'un 
seul  cas  où  il  n'existe  qu'une  seule  solution  finie  :  c'est  le  cas  étudié 
par  M.  V.  Volterra.  Ces  résultats  généraux  s'appliquent  à  l'équalion 
fonctionnelle  (16). 
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8.   L'hypollièse  de 

Ao  + A, -{-...  + A„:7^o 

a  été  aussi  essentielle  dans  notre  méthode,  car  c'est  grâce  à  elle  que 
l'équation  diflérentielle  linéaire 

D(ç)  =  o 

a  été  du  type  de  Fuchs,  circonstance  qui  a  dominé  toute  l'analyse 
précédente.  Si  y-o  =  Aq  +  A,  +  . . .  H- A„=  o,  l'équation  D(cp)  =  o 
n'est  plus  sûrement  du  type  de  Fuchs;  elle  aura  donc  des  intégrales 
avec  des  singularités  en  général  essentielles  à  l'origine  et,  comme  on 
n'a  pas  encore  de  résultat  général  à  ce  sujet,  il  faudra  analyser  chaque 
cas  séparément. 

Nous  examinerons  le  cas  de  /i  =  i,  c'est-à-dire  de  l'équation  fonc- 
tioimelle 

(20)  /    \AiX-hAoS-h'\j(x,s)]f{s)d.s  =  F{.v), 

où  ^(jo,  s)  est  une  fonction  s'annulant  pour  x'  =  5  =  o  et  qui  ne  con- 
tient pas  de  termes  linéaires  en  x  et  s.  On  a  Aq-H  A,  =  o,  d'où  l'on 
tire  nécessairement  A,  :^  o. 

Appliquons  directement  la  méthode  du  n°  6  en  dérivant  deux  fois 
successivement  l'équalion  (20),  ce  qui  nous  donne 

I  ^(x,  x)  (^'(x)  +  [A,  +  •yÇx,  x)  +  'Y^(x,  x)]  9(.t) 

^'^'^         I       +£^'Xx,s)^{s)c/s=.F"{x), 

^'{xj  x)  désignant  la  dérivée  par  rapport  à  x  de  '|'(a7,  x)  et  'Y^Çx,  x)  la 
dérivée  par  rapport  à  x  de  '\'{x,  s),  où  l'on  a  fait  après  s  =:  x.  Soit 

'\^(x,x)=^.x^^^^Y(^)^         '].,(o)  =  B^o; 

nous  savons  que  pi.^i.  Remarquons  que  les  fonctions  ']j(x,x)  et 
•ji^ic,  a?)  s'annulent  pour  07  =  0;  il  en  résulte  que  le  coefficient  de 
o(x)  en  (21)  ne  s'annule  pas  pour  x  —  o,  y  étant  égal  à  A,.  L'équa- 
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tion  D(^)  =  o  est  donc  dans  ce  cas  de  la  forme 

x-'-^i^(B,  +  B,ic  + . . .) ^  -f-  (A,  +  A,ic  + . .  .)y  =  F"(x). 
Son  intégrale  générale  est  donc  de  la  forme 

pptx]  pp(JC)  ^  p{x] 


^!J+i 


(22)  y=Ce  -^   -h-^e  ■'■'    f  ¥"{x)e 

1  ^  ,1 

où  Ton  a  posé  pour  abréger 

a  désigne  une  constante  déterminée  ^  o  d'ailleurs  quelconque  et  G  une 
constante  arbitraire  ;  on  a  de  plus 

p{o)  =  \. 

Pour  discuter  l'intégrale  (22)  au  voisinage  de  l'origine  dans  le  do- 
maine complexe,  remarquons  d'abord  que  l'exponentielle 

•X. 

r' 

tend  vers  zéro  ou  vers  l'infini  suivant  (juc./;  s'approche  de  l'origine  par 
un  chemin  compris  à  l'intérieur  des  2  [x  angles  formés  par  les  droites  pas- 
sant par  l'origine  et  taisant  avec  l'axe  Ox  des  angles  égaux  à 

(-^~^')^.        (A  =  o,  ...,2a-  i). 

Plus  précisément  : 

_p_ 
1"  Si  p  ]>  o,  e''  tendra  vers  zéro  si  le  chemin  sur  lequel  x  tend  vers 

zéro  est  complais  dans  les  angles  d'indice  impair  (en  assignant  à  l'angle 

qui  contient  le  demi-axe  positif  l'indice  i)  et  vers  qo  dans  les  angles 

d'indice  pair. 

2.^  Si  p  <^  o,  rinverse  aura  lieu. 

On  déduit  de  là  que  la  seule  intégrale  qui  aura  un  sens  quel  que  soit 
le  chemin  sur  lecjuel  x  tend  vers  zéro,  sauf  20.  clieuiins  cxcoplionnols, 
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est  l'intégrale 

^e'^  f  V'ix^e'^^  dx. 

On  passera  au  cas  général  en  appliquant  la  méthode  des  approxima- 
tions successives  d'une  façon  identique  à  celle  développée  au  n°  7. 

Considérons  le  cas  plus  intéressant  des  variables  réelles  positives; 
on  voit  directement  que  si  p  >  o,  pour  avoir  une  solution  finie,  il  faut 
nécessairement  prendre  C  =  o,  de  sorte  que  dans  ce  cas,  en  utilisant 
les  approximations  successives,  nous  obtenons  une  solution  unique. 

Si  p  «<  o,  on  pourra  prendre  C  arbitraire  et  nous  voyons  ainsi  appa- 
raître une  solution  dépendant  linéairement  d'une  constante  arbitraire. 

Prenons  le  cas  d'un  noyau  de  la  forme 

f{x,  s)  =  A,  .T  +  K^s  +  a.r'^  +  <^xy  ^-  yj-  -}-  ']^.,{x,  s), 

où  A,  +  Aj,  =  o,  et  supposons  que 

a  +  p  4-  Y  7^  o. 

Dans  ce  cas  il  est  évident  que  p.  =  i ,  B,  =  a  4-  [3  H-  y  et,  par  consé- 
quent, 

Par  conséquent,  si 

^"         >  o, 


a  +  j3  -1-  y 
il  y  aura  une  seule  solution  réelle,  tandis  que,  si 


a  -h  (3  -i-  y 


on  en  aura  une  infinité,  dépendant  d'une  constante  arbitraire. 

Ce  dernier  résultat  a  été  énoncé  par  M.  E.  Holmgren  à  la  fin  de  sa 
Note  précédemment  citée. 
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Le  cas  du  noyau  de  la  forme  — ^ -r- 

9.  Dans  les  numéros  précédents,  nous  avons  supposé  le  noyau  régu- 
lier pour  X  =  s  =  a.  Nous  allons  maintenant  examiner  un  cas  où  il 
n'en  est  pas  ainsi  qui  se  présente  souvent  dans  les  applications  et  ayant 
un  intérêt  historique,  car  il  généralise  le  fameux  problème  d'Abel  qui 
a  été  l'origine  de  toutes  ces  recherches.  C'est  le  cas  d'un  noyau  de  la 
forme 

-^i^i^  (o<A<i) 

qui  est  infini  sur  toute  la  droite  ./;  —  s  =  o.  On  peut  réduire  ce  cas  au 
précédent  de  la  manière  suivante  : 

Multiplions  les  deux  termes  de  l'équation  donnée 

par ^  et  intégrons  de  zéro  à  x,  ce  qui  nous  donne 

{x        Z) 

et,  appliquant  la  formule  de  Dirichlet, 

Jo     "^^    ^        Js     {.z--zy    '{z-sY'       J^     {z-.ry-'- 

Si  nous  posons 
et 

nous  obtenons  l'écjuation 

(27)  f  /(.v,s)^(s)ds  =  F{x) 
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et  nous  disons  que  cette  équation  est  justement  du  type  simple  de  Vol- 
terra. Pour  le  voir  simplement,  faisons  en  (  2,^)  la  transformation 

z  —  s  =  t(x  —  .9), 


nous  obtenons 


qui  montre  que  /(x,  s)  est  fini  et  analytique  dans  tout  le  domaine  où 
G(x,  s)  jouit  des  mômes  propriétés.  En  effet,  si  M  désigne  une  quan- 
tité plus  grande  que  le  module  de  G{x,  s)  dans  le  domaine  considéré, 
nous  avons 

\f(x,s)\<:M  C — '^L^—<cu-r^- 

D'autre  part,  la  propriété  d'être  analytique  est  évidente.  Le  procédé 
particulier  employé  pour  passer  de  (23)  à  (27)  nous  oblige  de  démon- 
trer que  réciproquement  toute  solution  de  (27)  satisfait  aussi  à  (23); 
cela  se  fait  très  simplement  en  remarquant  qu'on  peut  remonter  de 
(27)  à  (24),  qui  peut  s'écrire,  en  appelant  y  (^)  le  premier  membre, 


f 


.M-Â  "' 


et  il  suffit  de  démontrer  que  cette  équation  n'est  possible  que  si  y  (z)^o. 
Pour  cela,  substituons  z  =  xl^  ce  qui  nous  donne 

X  (I 


(i-O 


i-X 


o. 


Quant  t  varie  de  zéro  à  x^  yS^O  "varie  de  7  (o)  à  x(^)i  ^i  donc  on 
prend  x  suffisamment  petit,  yX^O  conservera  un  même  signe  dans 
tout  l'intervalle  d'intégration,  et,  par  conséquent,  pour  que  l'intégrale 
soit  nulle,  il  est  nécessaire  que  x(^)  ^^^^  ^^^  ^^  ^^^^  ^  ^1  ce  qui  suffit 
pour  démontrer  que  7(^)  est  identiquement  nul  ('). 

(')  Cette  dernière  conséquence  suppose  essentiellement  la  fonction  y{z)  ana- 
lytique, mais  il  est  bon  de  remarquer  que,  dans  le  cas  des  variables  réelles,  le  rai- 
sonnement précédent  peut  aussi  s'appliquer,  en  montrant  que  x(^)  s'annule  de 
proche  en  proche  pour  toutes  les  valeurs  de  z  comprises  dans  l'intervalle  consi- 
déré dans  le  problème. 
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Remarquons  enfin  que 

F(a7)  s'annule  donc  à  l'origine  comme  x^'  si  '|'(o)  ^  o  ;  comme  A  <  i . 
F'  (a;)  n'y  serait  plus  rég-ulier  et,  par  conséquent,  la  formule  (  7  )  du  cas 
simple  ne  serait  pas  applicable.  Mais  il  est  facile  de  voir  qu'en  repre- 
nant les  approximations  (5),  dans  le  cas  de  G(o,  o)  ^  o,  elles  ont  un 
sens  parfaitement  déterminé  aussi  dans  ce  cas  et  que  la  série  des  approxi- 
mations converge  dans  les  mêmes  conditions.  La  seule  différence  sera 
que  la  solution  devient  infinie  à  l'origine  avec  une  partie  principale  de 

la  forme 

k 

Si  '^(o)  =  o,  on  a  ¥{x)  =  x^'^'^Y ^{x)  et,  par  conséquent,  on  est 
absolument  dans  le  cas  du  premier  numéro.  On  n'a  aucune  difficulté 
essentielle,  en  appliquant  les  formules  (7)  et  (8)  des  n*^*  5  et  4,  de  re- 
trouver celles  qui  ont  été  données  par  M.  V.  Yolterra  dans  la  seconde 
de  ses  Notes  et  d'en  déduire  les  formules  d'Abel  et  de  Sonine.  Nous 
montrerons  ici  seulement  comment  on  peut  obtenir  la  formule  d'Abel. 

Abel  avait  considéré  l'équation 

[tr^^  =  '^^'>     (o<A<i), 

qui  est  du  type  (28),  dans  le  cas  particulier  de  G(x,  .ç)  =  i .  On  a  donc 

f(x^s)  =  ^^, 

'  ^     '     ^  •       sin /,7l 

¥(X)         =     /  '   ^      ' r, 

et  par  conséquent,  puisque  /,  (.x-,  s^  =  o,  7:(x',  s)  =  o. 


<!'(x)  =  ——l^'{x) 


n  ^    '  7: 


(jui  résout  le  problème  d'Abel.  Cette  formule  confirme  une  remarcjue 
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précédente  pour  le  cas  de  '|'(o)  ^  o.  Si  '>p(o)  =  o,  on  a 


,  ,    .         sinÂTï    r" 


qui  est  la  formule  même  qu'a  donnée  Abel. 

Nous  avons  supposé  dans  tout  ce  qui  précède,  avec  M.  Volterra, 
que  G(ic,  x)  ne  s'annule  pas  pour  ic  =  o;  dans  le  cas  .général  où  l'on 
a  G(a;,a;)  ^  o  pour  x  =  o,  on  peut  énoncer  un  résultat  analogue  à 
celui  indiqué  au  n°  5. 

Soit  n  le  degré  de  l'ensemble  des  termes  de  degré  minimum  en  x 
et  .s-  par  qui  commence  (j(^x,s)  et  écrivons 

G(.-,.)  =  ê-.(-')  +  S-,(-0^+---H-S-.(-')^^^+---- 
(3n  a  donc 

G|.s-  +  t{x  —  s)^s\ 

=  ^'-oC*)  +  ^(-^  -  ^)i'-.  (-0  +  •  •  •  +  lin{s)  '"^''-'^"   +  .  .  . 

et,  par  conséquent, 

,    ^    r'  dt  (^--0        /    X   C  idt 


_^  (j?  — 5)"^^,(^)   r'__t^^_dt__ 

Rappelons-nous  maintenant  les  formules  bien  connues 

dl 


B{n  -  A  +  I,  A)  =  p^r;^-^-^^ 


^'-7)(-^)-(-^) 


^ —  ) 

/i  J  sin  A- 


i56 

et  nous  avons  ainsi 


TRAJAN    LALESCO. 


/(^' *)=  ii^  [«•»(*) +  (■- t)  *'' w^V^ +■  • 


\ 


1--V1      '^ 


n  J  ni 


■■] 


11  résulte  de  là  que  nous  nous  trouvons  exactement  dans  les  mêmes 
conditions  que  dans  le  cas  général  du  n°  5. 

La  nature  de  la  solution  dépend  du  signe  de  la  partie  réelle  d'une 
équation  algébrique  de  degré  //,  dont  la  formation  est  immédiate  : 

Si 

g,(.s)  =  5"-*(-,-t-  li,.s  +  . . .)  (o<A-<«), 

t 

on  obtient  cette  équation  de  V équation  (i3)  en  y  remplaçant  y./,  par 


.iTAl  I 


Le  cas  des  deux  limites  variables. 

10.   Un  troisième  type  d'équation  fonctionnelle  étudié  par  M.\ol- 
terra  (' )  est  le  type 


(28) 


r'/(*',*)?(-')''»-=F(x-), 


qui  se  rencontre  aussi  dans  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles (-). 

^-  I ,  nous  appliquerons  une  méthode  à  peu  près 


Dans  le  cas  de 


identique  à  celle  donnée  par  M.  E.  Picard  pour  une  équation  fonc- 


(')  Sopra  atcune  queslioni  di  iiuersioni  di  intégra ti  dejiniti  {Annali  di 
Matemalica,  1"  série,  l.  XXV,  1896,  p.  i65). 

(-)  E.  GoiiRSAT,  Sur  an  prol) terne  retalif  à  t'intégration  des  équations  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre  {Annales  de  la  Faculté  de  Toulouse,  190/4, 

p.  i44). 
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tionnelle  rencontrée  dans  l'étude  des  équations  aux  dérivées  partielles 
du  second  ordre  (');  nous  supposerons  /(o,  0)^0. 

On  peut  se  borner,  dans  ce  cas,  à  l'étude  de  l'équation  (-) 

(29)  f  f{x,s)c^(s)ds  =  F(x), 

où  (i<i.  Pour  qu'il  existe  une  solution  ^(x)  finie,  il  est  nécessaire 
que   F(o)  =  o.  Dérivant,  nous  obtenons 


Nous  poserons 


'p. 


et 


—77 r-   =  'i^(x-,  .9), 


Nous  prendrons  alors  les  équations  des  approximations  successives 


(is. 


L'équation  type  qu'il  faut  étudier  est  donc? 

(p(x)  —  P(x)  o(fJx)  =  $(x-). 


(')   E.  PiCAUU,  Comptes  rendus,  i3  mai  1907,  p.  1009. 

(^)  Eu  eflfet,  il   suffit  de  faire  la   substitution  (/x=:c,   où  ^y  est  plus  i^iatid 
que  p. 

Journ.  de  Mal  h.   (G'  série),   loiiie  1\  .  —  l'asr.  Il,   i()(),S.  -- 
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Pour  trouver  sa  solution,  nous  remplacerons  x  par  ^x^  ^' JC-, 
^"07,  ce  qui  nous  donne 

o{^x)       -P(?x)      o{^-x)     -^(flx), 


9 ( |5«- '  ^)  -  P ( ^^"- '  X)  9 (  ^"x)     =  $ (  p"-  ' ./;), 
cp(p"x)     -  P(p"x-)    9(f;"-^'.x-)  =  <&(?"./•). 

Multiplions-les  respectivement  par 

I,      P(x),      ...,      P(x)P(flx)...P(fl"-':z;) 

et  ajoutons;  nous  obtenons  ainsi  la  relation 

9(x)-P(.r)P(fJj^;)...P(f;"x)9(!il"-'x-)  =  2^^?''"^^- 

Faisons  maintenant  croître  n  indéfiniment;  puisque  j^  <^  i,  on  a 

lim  9(P".2^)  —  ç>(o). 

D'autre  part,  le  produit 
est  nul;  en  effet,  son  facteur  général  a  pour  expression 

(3/(P"-'.r,^"a;) 

dont  la  limite,  pour  /z  =  oo,  est  donc  égale  à  [i  <^  i ,  ce  qui  montre  que 
le  produit  précédent  tend  uniformément  vers  o,  dans  tout  le  domaine 
fini  de  .r,  où  /"(.^,  x)  garde  un  sens.  On  a  donc  ainsi 

+  P(x) . . . P(fi"  'x- ) <P(!i"x)  + . . . . 

On  aura  donc  pour  toute  approximation 

+  P(x)...P(fi"-'.r)4),((i"x)  +  ..., 


V. 
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si  l'on  pose 

La  série  du  second  membre  converge  absolument  et  uniformément 
dans  un  cercle  décrit  de  l'origine  comme  centre  et  ne  contenant  aucun 
zéro  de  f(x,x)  et  aucune  singularité  de  ¥'(x),  même  pour  o„(x), 
pour  laquelle  on  a 

«>o(o)^0. 

En  effet,  pour  //  suffisamment  grand,  on  a 

P(^-). . .  P(fi"  'x-)<ï>(p"x-)  <  M  Y", 

où  [i  <^  Y  <^  I ,  ce  qui  démontre  la  convergence  absolue  et  uniforme  de 
la  première  approximation.  Pour  les  autres,  on  a  un  résultat  plus 
précis;  en  effet,  on  a 

|$,(.r)|<aA-(i  -  <^)x 
en  posant 

l?n(-^')|<«         et         \^(x,s)\<^h. 

On  aura  donc 

I  9,  (.X-)  I  <  Aak(i  -  (3)  .r(i  +  ^  +  [3=  +  . . .  )<  Aakx, 
en  prenant  pour  A  une  quantité  plus  g-rande  que  les  modules  de  tous 

n 

les  produits  f  JP(P'^)-  Cette  inégalité  assure  la  convergence  absolue 

et  uniforme  de   la   somme   des  approximations  successives  dans  le 
domaine  précédemment  défini. 
On  aura 

\^,(x)\<Aak-'^{i-ff-) 
et,  par  conséquent. 


j:- 


^  1.2 
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et  la  loi  est  évidemment  générale, 

* 

An  l-n  ^n 

G„  a;)   <a  — 


n 


ce  qui  démontre  notre  proposition. 

Nous  examinerons  plus  loin  le  cas  -  =  —  i,  en  le  rattachant,  sui- 

vant  une  remarque  de  M.  V.  Volterra,  à  la  résolution  d'un  système  de 
deux  équations  simultanées  de  Volterra. 


La  généralisation  de  M.  Burgatti. 

11.  Nous  allons  nous  occuper  maintenant  d'une  généralisation  de 
l'équation  de  Volterra,  due  à  M.  E.  Burgatti.  Dans  deux  Notes  com- 
muniquées à  l'Académie  de  Rome,  M.  Burgatti  (')  a  considéré  l'équa- 
tion fonctionnelle  suivante, 

^^""^     X    [/oC^V^)9W-H/.(^,-^)§+---  +  /«(-^,-^)^]f/-s^  =  F(.xr), 

où  figurent  aussi  les  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n  de  la  fonction  inconnue; 
si  n  =  o,  on  retombe  sur  l'équation  de  Volterra.  M.  Burgatti  examine 
d'une  façon  détaillée  seulement  le  cas  de  l'équation  plus  simple 

(3.)  jr'[/,(x,,)^+/,(x,.s)î(.,)]<fe  =  F(.0, 

où  l'on  a  /,  (x,  5)^1.  On  peut  remarquer  que  dans  ce  cas  l'équa- 
tion (3i)  se  transforme  immédiatement  en  une  équation  de  Volterra, 
car  elle  peut  s'écrire 

et  on  lit  ainsi,  d'une  façon  évidente,  le  résultat  de  M.  Burgatti  suivant 
lequel  l'équation  (3i),  dans  l'hypothèse/, (r,  .s)  =  i,  admet  une  solu- 
tion et  une  seule  prenant  à  l'origine  une  valeur  donnée  quelconque. 

(')  Atti  délia  reale  Accadeinia  dei  Lincei,  l.  \1I.  1908,  p.  Sgô. 
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Nous  allons  montrer  que  dans  lo  cas  général  de  l'équation  (3o),  si 
/„(.r,  X)  n'est  pas  identiquement  nul,  il  y  aura  une  solution  et  une 
seule  prenant  à  l'origine,  ainsi  que  ses  n  —  i  premières  dérivées,  des 
valeurs  données  à  l'avance.  Il  y  a  une  donnée  de  plus  d'arbitraire  de 
ce  qu'on  pourrait  s'y  attendre;  cela  tient  à  la  forme  particulière  de 
l'équation  difTérentielle  linéaire  d'ordre  n  —  i  dont  dépend  la  solution 
du  problème. 

iNous  transformerons  d'abord  l'équation  (3o)  en  éliminant  de  sous 
le  signe  d'intégration  toutes  les  dérivées  de  la  fonction  inconnue.  Pour 
cela  il  suffit  d'appliquer  la  formule  d'intégration  par  parties  généra- 
lisées; posons 

fk{x,  s)  =/ao(-v)  +/a,  {^y^  4-  . . .  +/A«(-0^^^f^'  +  •  •  • 

g  ri 

=  Xa-0  (•^•)  +  •?  y^  ^{^)  +  '--^~i  7m  (x)-j-..., 

nous  obtenons  ainsi  l'équation  ' 

-b„^,(x)f^^^\o)-t  f  'l>„{x,s)f(s)ds  =  ¥{x), 
OÙ  l'on  a 

L'équation  (32)  est  du  même  type  que  l'équation  (i6)  du  n*'  6,  sauf 
la  présence  des  termes  qui  contiennent  les  expressions 

<p<*^(o)         (/f  =  o,  ...,/?,  —  i). 

Nous  l'étudierons  donc  aussi  par  la  méthode  des  approximations  suc- 
cessives, en  prenant,  pour  fixer  les  idées,  le  cas  de  /ï  =  2;  on  a  donc  à 


(32) 
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(32')   '  ,  r\ 


Si  l'on  pose 

9(^)  =  9o(^)  +  X9.(-^-) 


\yr.{x) 


on  obtient  les  équations  des  approximations  successives  : 

/  «oWToC^)  -  ^o(^)9o(o)  +  «.(^)?o(^)  -  ^.(^)9o(t>) 


F(x), 


(33")    ^  ao(:r)  9„(x)  -  />o(^-)  ap„(  o)  +  « , (x-)  (^\^{x)  -  ^ , (x)  9^ (o) 
=  —  /    '|2(*',  *)9«-.(-v)f-^-^. 

Soit  y,  une  intégrale  de  l'équation  linéaire  homogène 

«0(^)7 +  «)(^-)^  =  «- 

L'intégrale  générale  de  la  première  équation  du  groupe  (^33)  sera 
donc  de  la  forme 

C7,  +  Po(a7)ç„(o)  +  P,(x)9;,(o)+y.  f  q,{x)Y{x)dx, 

où  les  fonctions  Po(x'),  P,(.r)  et  Q(xr)  sont  des  fonctions  régulières  à 
l'origine  et  ne  dépendant  que  du  premier  membre  de  l'équation  (33''), 
qui  est  le  même  pour  les  équations  de  toutes  les  approximations. 

Remarquons  (jue,  si  l'on  fait  x  =  o,  le  premier  membre  de  (33")  se 
réduit  à  zéro,  car  «0(0)  =  ^o(*^)  ^^  ^«(^)  =  ^^(o)i  il  f^iut  donc,  pour 
que  le  problème  soit  possible,  que  F(o)  =  o.  S'il  en  est  ainsi,  les 
valeurs  cpo(o)  ^t  9o('^)  restent  complètement  arbitraires.  On  peut  donc 
déterminer  9o(^)  de  façon  qu'elle  prenne,  ainsi  que  sa  dérivée  pre- 
mière, des  valeurs  tout  à  fait  arbitraires;  nous  déterminons  cpj(a;-)de 
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cette  façon.  Pour  déterminer  <^,{x)  on  se  servira  de  l'équation 

a„(x)<^^(:l^)  —  A,(x-)9,(o)  H-  a,(.x-)©', (x-)  —  b^(x)o\(o) 

=  -  f    '-^2  i-^,  *)  ?o  (•^)  f-^*  =  *,  (x), 

et  l'on  prendra  l'intégrale  qui  s'annule  ainsi  que  sa  première  dérivée 
à  l'origine;  on  aura  donc 

(p,(o)  =  (p;(o)  =  c  =  o 

et,  par  conséquent, 

Z)f(x)  =yf  I    Q(x)<Pf(x)dx. 

Toutes  les  autres  approximations  seront  déterminées  par  les  mêmes 
conditions  initiales;  par  conséquent. 


^n{x)=y^        (^{x)<^,,{x)dx, 


et  la  convergence  uniforme  et  absolue  de  la  série  d'approximations  en 
résulte  sans  peine.  Soient  M  le  module  maximum  de  ^^{x)  dans  son 
domaine  de  convergence;  N  celui  de  '\i.,{x,s)  dans  la  même  région, 
par  rapport  aux  deux  variables  x  els\  Q  et  K  ceux  de  Q(x")  et  dej>^,. 
Des  inégalités  évidentes 

9„(a?)|<M, 
$,(.'r)|<NM^' 


et 

2 


cp,(x-)|<aM:^, 
a>,(.r)|<aNM^3 


et 


..  ^-^ 


|9„(^)|<Ma'^^^, 
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OÙ  a  =  /tQN,  on  déduit  la  convergence  absolue  et  uniforme  dans  tout 
domaine  fini  de  A,  et  cette  circonstance  rend  la  vérification  inutile  en 
vertu  d'une  remarque  déjà  faite. 

La  solution  ainsi  obtenue  prend  bien  à  l'origine,  ainsi  que  sa  dérivée 
première,  les  valeurs  arbitraires  qu'on  a  imposées  à  90(^)5  car  les 
autres  approximations  et  leurs  dérivées  s'annulent  d'après  la  manière 
même  dont  elles  ont  été  formées. 

Il  n'y  a  aucune  difficulté  à  étendre  le  raisonnement  précédent  au 
cas  général.  La  première  approximation  sera  donnée  par  l'équation 

(3^^^    (««-.(o?rw-^«-.w?r'(o)+--- 

On  doit  avoir  F(o)  =  o,  de  sorte  qu'on  peut  se  donner  arbitraire- 
ment 9(.x)  et  ses  //  —  i  premières  dérivées  à  l'origine.  ÎNous  prendrons 
pour  9o(^)  une  pareille  solution,  tandis  que  pour  les  autres,  celles  qui 
s'annulent  ainsi  que  leurs  n  —  i  premières  dérivées  pour  x^=o.  On 
obtient  ainsi  pour  9n(-^)  une  expression  de  la  forme 

(35)     9„(i)  =  jK,  r  Q^{x)^^(x)dx  +...-hyn~i  f  Q«-,(^-)<I>«Wû^^, 

y,,  y^,  . . .,  y,^  étant  un  système  de  solutions  fondamental  de  l'équa- 
tion dinérentielle 

d'I  —  l  y 

de  sorte  que  la  démonstration  de  la  convergence  des  approximations 
est  identique  a  celle  donnée  pour  le  cas  de  n  =  2. 

Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  fn{^i  ■^')  ^on  nul  pour 
X  =  o.  Des  circonstances  analogues  à  celles  qui  se  sont  présentées 
dans  le  cas  général  de  l'équation  de  Volterra  vont  diminuer  le  degré 
d'arbitraire  de  la  solution,  et  même  des  conditions  auxiliaires  peuvent 
survenir.  Toute  la  question  se  réduit  à  l'étude  d'une  équation  dinéren- 
tielle linéaire  d'ordre  /i  avec  second  membre  et  à  un  mécanisme  d'ap- 
proximations successives;  elle  peut  être  traitée  par  les  métbodes  pré- 
cédentes suivant  les  différents  cas  qui  peuvent  se  présenter  dans  les 
applications. 
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Les  équations  de  Volterra  non  linéaires. 

12.   Une  généralisation  de  l'équation  de  Volterra  est  de  ne  plus  la 
supposer  linéaire  par  rapport  à  la  fonction  inconnue. 
Le  type 

(36)    )  '^^■^■^'^X   [Mx,s)o(s)  +  f.,(x,s)f-(.s)-^... 

i  -^f,Xx,syf(s)\ds  =  F(x),  • 

ou  même  le  type  plus  général 

(3?)  ?(.^)  +  r  n-^,  •^,  ?(^0J  ds  =  F(x), 

où  ^^(x,  s,  l)  désigne  une  fonction  bien  déterminée  des  trois  va- 
riables a?, .?  et  /,  peut  être  traité  par  une  méthode  analogue  à  celle  suivie 
par  M.  E.  Picard  dans  sa  démonstration  classique  du  théorème  d'exis- 
tence relatif  à  l'équation  différentielle 

(38)  %=f{.c,y). 

Remarquons  d'ailleurs  que  cette  dernière  équation  n'est  qu'un  cas 
particulier  de  l'équation  (37);  eu  effet,  elle  peut  encore  s'écrire  sous 
la  forme 


y{^)  -  f  /[-^^  7(*)]  '^-^  =  ^^^ 

*y  n 


où  C  désigne  une  constante  arbitraire.  Elle  est  donc  du  type  (37), 
mais  son  noyau  est  indépendant  de  x  et  la  fonction  du  second  membre 
se  réduit  à  une  constante. 

Montrons  comment  on  peut  étudier  l'équation  générale  (37).  Nous 
prenons  comme  première  approximation 

o^{x)  =  F(x) 

Journ.  de  Math.  (6'  série),  tome  l\'.  —  Fasc.  II.  1908.  2J 
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et  comme  équation  de  récurrence  pour  les  approximations 


f^(x)  =  F(x)—f   $[x,  s,  ?«_,(5)] 


ds. 


Les  conditions  d'existence  de  la  fonction  $[.r,  s,  !p„_,(6r)l  vont  in- 
troduire un  raisonnement  analogue  à  celui  qu'on  fait  pour  l'équa- 
tion (38).  Supposons  que  la  fonction  ^(x,  s,  t)  est  continue  et  parfai- 
tement déterminée  (')  lorsque  x  est  en  valeur  absolue  <^a  et  lorsque 
I  / 1  «<  ^ ;  nous  aurons  aussi,  lorsque  \x\<C,a, 

F(x)—\F(.s)\<:kx. 
La  seconde  approximation  étant  donnée  par  la  relation 

<^,(x)  --=  F(^)  -  r^lx,  s,  F(s)]  ds, 

il  faut  nécessairement  que 

|F(o)|<6. 

L'expression  précédente  doit  avoir  un  sens;  soit  a'  un  nombre 
tel  que 

|F(*-)I<''. 
lorsque 

|.r|<«'. 

Dans  l'intervalle  égal  au  plus  petit  des  nombres  a  et  a',  l'expression 
de  'f  i(x')  aura  un  sens  parfaitement  déterminé  et  l'on  aura 

\(^,{x)\<C{Iî-\-m)x, 

en  désignant  par  m  le  module  maximum  de  <ï>(:r,  s,  t)  lorsque  x  est 
compris  dans  cet  intervalle  et  lorsque  |  /|  <Cf^- 


(*)  Nous  considérons  le  cas  des  variables  réelles  où  les  hypothèses  à  faire  sont 
plus  larges  :  le  raisonnement  s'applique  a  fortiori  pour  le  cas  des  variables 
complexes  et  des  fonctions  analytiques. 
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Si  nous  désignons  maintenant  par  //  le  plus  petit  des  nombres  a,  a' 

et  T '  toutes  les  approximations  auront  un  sens,  pour  |  x\  <]  h. 

Comme  dans  le  cas  de  l'écpiation  (38)  c'est  la  limite  vers  laquelle 
tend  9„(.x)  pour  n  infini  qui  donne  ici  la  solution  cherchée.  Pour 
le  voir,  utilisons  la  relation 

\^\x,  s,  9„_,  (.?)]  -  0(.x-,  5,  cp«-o(.s)l  !  ds. 

Un  raisonnement  absolument  identique  à  celui  relatif  à  l'équa- 
tion (38)  nous  montre  que  la  série 

?o+(9.    -  ?o)  +  -.-  +  (?«-?n-0  +  --  • 

converge  uniformément  et  absolument  dans  l'intervalle  Oh,  ce  qui 
démontre,  comme  c'est  bien  connu,  à  la  fois  l'existence  d'une  solution 
et  d'une  seule. 

Pour  le  cas  de  l'équation  (38)  on  a  /r  =  o,  a'  =  oc,  puisque 

F(x)  =  F(o)  =  c', 
donc  h  est  le  plus  petit  des  deux  nombres  a  et  —>  et  nous  retrouvons 


m 


ainsi  le  résultat  obtenu  par  M.  E.  Picard. 

Pour  l'équation  (36)  on  a  ^  =  ce,  donc  aussi  a' =  ce;  la  solution 
sera  donc  valable  dans  tout  l'intervalle  où  les  fonctions  /,(.x",  s) 
(i^i,  ..., /z)  et  F(rr)  existent. 

Le  succès  de  la  méthode  des  approximations  successives  pour  ce 
type  d'équations  de  Volteri*a  non  linéaires  tient  uniquement  à  la  pré- 
sence de  o(x)  en  dehors  du  signe  d'intégration. 

Des  difficultés  d'une  nature  toute  nouvelle  se  présentent  lorsque 
cette  circonstance  n'a  plus  lieu.  Prenons  l'équation 

f    [/o(^^  ^)  -^/.  (^S  *)  ?(-^)  -+-•••  +fn(oc,  s)  (ù"(s)]  ds  =  F(x). 

Si  nous  la  dérivons  par  rapport  à  x  pour  obtenir  des  termes  conte- 
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liant  ©(07)  en  dehors  du  sij^ne  d'intégration,  nous  obtenons 

Dans  ce  cas,  les  approximations  seront  données  par  des  équations 
algébriques  de  degré  //,  dont  les  termes  contenant  la  fonction  inconnue 
sont  les  mêmes  pour  toutes  les  approximations.  Par  conséquent, 
chaque  approximation  sera,  en  général,  une  fonction  multiforme  de  x, 
la  relation  de  récurrence  est 

f,{x,  x)  +/,  (x-,  x)  0,,{X)  +  .  .  .  -^fn{x,  x)  0l{x) 


•^0 


ds 


avec 


f^{x,  x)  4-/,(x-,  x)o,(x)  +  . . .  +/„(x,  x)ol{x)  =  F'(^")      ■ 

comme  équation  initiale. 

La  ramification  de  ces  approximations  n'est  pas  la  même,  quoique 
le  premier  membre  des  équations  algébriques  dont  on  les  déduit  est  le 
même  pour  toutes  les  approximations.  Cela  tient  au  second  membre, 
diflérant  avec  chaque  approximation,  ce  qui,  contrairement  au  cas  des 
équations  différentielles  linéaires,  a  son  inllucnce  sur  la  ramification 
de  la  solution. 

Par  conséquent,  en  général,  on  ne  peut  pas  même  trouver  une  sur- 
face de  Riemann  sur  laquelle  toutes  les  approximations  soient  des 
fonctions  uniformes,  ce  qui  nous  rend  bien  compte  de  la  nature  du 
problème. 

Les  équations  de  Volterra  à  plusieurs  inconnues  ou  à  plusieurs 

variables  indépendantes. 

15.  Il  nous  reste  maintenant  ii  traiter  des  systèmes  d'équations  de 
Volterra  (')  et  dr  r('qualion  de  Vollcrra  à  plusieurs  variables  indé- 
pendantes. 

(')  \  .  VoLTi;uin,  Alli  clclla  r.  Ace.  dcl  Liiicei,  loc.  cit. 
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Montrons  rapidement  comment  la  méthode  des  approximations  suc- 
cessives permet  de  démontrer  simplement  l'existence  unique  d'une 
solution  dans  ce  dernier  cas.  Nous  prendrons  deux  variables  réelles 
indépendantes  et  soit 

l'équalion  à  étudier.  Dérivons-la  par  rapport  à  x  ety  successivement, 
ce  qui  nous  donne 

-  0 


'0       "^0 


Divisant  pary(x-,  j;  x^  y)  que  nous  supposerons  différent  de  zéro 
pour  ic  =y  =  o,  nous  pourrons  écrire  cette  dernière  équation  sous  là 
forme 

o{x,y)+  f  /,{x,y,s)ip{s,y)r/s 
+  /    f2{x,yis)':^{x,s)ds 

■■■"     '  +r    f  A(^',y,s,t)o(s,f)dt  =  ^(a:,y).  '        '     ^ 

•-  0    «^1) 

Les  équations  des  approximations  sont 

0  .  .  .    ■ 

-  /    f2'-^u-i('^-,s)ds—  I      I    f,o„_^{s,l)dsdL 


et 


Soit  (O^,  O/i)  le  rectangle  où  les  fonctions  y,  (.r,  y,  s),  f.,(x,y,s) 
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^^  f^i^i  y-,  s,  t)  sont  finies  et  continues  par  rapport  aux  quatre  va- 
riables X,  jK,  s,  t,  et  soient  A,  B  et  C  les  maxima  respectifs  de  leurs 
valeurs  absolues  dans  ce  rectangle.  Il  est  évident  que,  dans  le  rec- 
tangle (Oa,  OP),  où  a<A,  (3</f,  on  a 

l?o(^^7)|<^, 


|9„(^,y)|</f(Aa+Bf;  +  Gafl)\ 

Si  donc  on  prend  a  et  p  suffisamment  petits  de  manière  que 

Aa  +  Bp  +  Ca|3<i, 

on  est  assuré  de  la  convergence  absolue  et  uniforme  de  la  série  des 
approximations.  La  solution  est  unique  dans  ce  rectangle  en  vertu 
d'un  raisonnement  répété  déjà  plusieurs  fois. 

Si  l'on  veut  étendre  cette  démonstration  au  rectangle  (O/?,  OA) 
tout  entier,  on  n'a  qu'à  considérer  l'équation  majoranln 

?(^^r)-+- A  f  o{s,y)ds 

+  B/    (^{x,s)ds -h  C        I    (D{s,t)dsdt  =  ^{x,y), 

qui  revient  évidemment  à  l'intégration  de  l'équation  hyperbolique 

avec  des  valeurs  données  sur  les  caractéristiques  Ox  et  Oy,  ce  qui 
rentre  dans  une  catégorie  de  problèmes  d'existence  étudiés  depuis 
longtemps  par  M.  E.  Picard  (' )  et  dont  la  solution  est  extrêmement 
simple  à  l'aide  de  la  méthode  des  approximations  successives. 

(')   Voir,  par  exemple,  G.   Darbolix,   Théorie  générale  des  surfaces,  l.  IV; 
dans  l'Appendice,  la  Noie  de  M.  V.,  I^icard. 
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14.  Le  principe  de  la  méthode  que  nous  avons  employée  jusqu'ici 
s'étend  sans  aucune  difficulté  aux  systèmes  linéaires  d'équations  de 
Volterra.  Prenons  toujours,  pour  fixer  les  idées,  le  cas  de  deux  équa- 
tions à  deux  fonctions  inconnues 

/    A^(x,s)o^(s)ds -h  I     A2(x,  s) (^.^(s) ds  =  F (x), 

/    'Bi(x,s)(^t(s)ds -\-        Bo(x,s)<i^..(s)d.s  =  (p(x). 

Si  nous  dérivons  une  fois  les  deux  équations,  nous  obtenons 

k^{x,x)(^^{x)-\-  X.,{x,x)f^2{x) 

(4«) 


'^  0 

B,  (x,  x)  (p,  (x)  -+-  ^^(x,  x)  fii^) 


t^AjC^?,  s) 


(x,s)^,{s)ds+f  !^flî^^,_(')ds  =  F'(x), 


£'^(r,s)<f,{s)ds  +  fj^-^^rf.,(s)ds  =  ^'(x). 


Si  le  déterminant 

D(x) 


xV  ^  {X  j  X  )       J\  2\'^'j  X  ) 


est  différent  de  zéro  pour  x  =  o,  il  n'y  a  aucune  difficulté  à  traiter  le 
problème;  on  peut  alors  résoudre  le  système  (4o)  par  rapport  à  9,(^) 
et  92(^)5  ce  qui  nous  donne 

?<(^)+/    ^,{x,s)^,{s)ds+  j    B..,{x,s)(^^{s)ds  =  ^{x)^ 
cp2(^)+/    }^i(x,s)ft(s)ds-{-j    K.,(x,s)i^.,(s)ds  =  ^(x), 

et  l'application  de  la  méthode  des  approximations  successives  est  dès 
lors  intuitive. 

Si  D(o)  =  o,  le  raisonnement  précédent  n'est  plus  applicable;  il 
faut  alors  pousser  la  dérivation  du  système  (4o)  jusqu'à  ce  que  nous 
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obtenions,  en  dehors  du  signe  d'intégration,  un  système  de  deux 
équations  différentielles  du  type  de  Fuchs.  Esquissons  la  marche  à 
suivre  : 

Si  n  est  l'ordre  du  zéro  x  =  o  pour  D(a?),  il  y  a  deux  cas  à  distin- 
guer suivant  cjue  n  est  pair  ou  impair  : 

1°  Si  n=  ik  -\-i,  il  faudra  différentier  k  fois  l'une  des  équations 
du  système  (4o)  et  A -h  i  fois  l'autre; 

2°  Si  n^ik^  il  faudra  différentier  A  fois  les  deux  équations. 

On  obtient  ainsi  dans  les  deux  cas  un  système  de  deux  équations  à 
deux  fonctions  inconnues,  qui  peut  se  transformer  dans  un  système  de 
deux  équations  différentielles  de  Fuchs  à  une  seule  fonction  inconnue 
d'ordre  n.  Nous  aurons  deux  équations  algébriques  déterminantes  qui 
s'introduisent  dans  la  discussion  du  problème  et  la  nature  de  la  solu- 
tion dépendra  toujours  du.  signe  de  la  partie  réelle  de  leurs  racines; 

n 

nous  aurons  aussi  deux  conditions  analogues  à  ^  A,:^  o. 

i  =  1 

Nous  allons  appliquer  cette  méthode  à  l'étude  d'un  cas  particulier 
que  nous  avons  laissé  de  côté  parce  qu'il  nécessitait  un  étude  à  part  et 
qui,  suivant  une  remarque  de  M.  V.  Volterra,  peut  se  réduire  à 
l'étude  d'un  système  de  deux  équations  de  V^olterra.  Il  s'agit  de 
l'équation 

(40  £j{x,s)^{s)ds  =  Y{^x\ 

qui  est  du  type  traité  dans  le  n°  10,  dans  le  cas  i-  =  —  i . 
Soit 

(4i')   /(i6',.v)  =  aH-Z^x--+-c5-l-aa7'4-Px-*-l-y.v^H-/3(^j;,5)j     (abc^o) 

le  développement  du  noyau  et  posons 

©(x)  =  cp<(x)         et         9( -./•)  =  92(.r). 

On  peut  alors  écrire  l'équation  précédente  sous  la  forme 

f  f{x,s)o,{s)ds-h  f  A'^',  -s)(^,{s)ds  =  F(x), 
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et  en  changeant ./;  en  — x 


f(-x,s)o,{.s)ds+  /   f{-  X,  -  s)o,(s)ds  =  -F(-  x). 

Nous  obtenons  ainsi  deux  équations  qui,  dans  notre  hypothèse,  sont 
distinctes;  on  en  déduit  par  dérivation 

f(x,x)c^^(x)-hf{x,  -x)c^.>(x) 

«-    0  •     0 

f(-X,x)0,(x)-^f(—X,   -X)(Q._(^) 

-  f\f:,{-x,s)c^,(s)ds-  rfX~o^,-s)f,(s)ds  =  F'(-x). 


(42) 


Dans  notre  ras  on  a 


D(x) 


/(,/;,  x)         f{x,  -  x) 
f(-x,x)    f{—x,—x) 


=  —  [\bcx- 


Par  conséquent  D(o)  =  o  et  /z  =  2;  il  faut  donc  difïerentier  encore 
une  fois  les  équations  (42),  ce  qui  nous  donne 

f{x,  x)  cp;  {x)  4-  /(.r ,  -  x)  9;  {x)  +  f /' (.r ,  a?)  -h /^(a?,  as-)]  9 ,  (ip) 

et 

-h  |/'(-  .X-,  rr)  -  /;(-  X,  x)\  9,  {x) 

-+-  r f'\À-x,H)':(,{s)ds-r  r/:U(-x,-s)o,(s)ds=—F"(-x). 

Journ.  de  Math.  (6'  série),  tome  IV.  —  Fasc.    II,    1908.  ^4 
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Dans  ces  formules  /^(«^,  ^)  et  /.i-X"?  ^0  désignent  pour  abréger  les 
deux  premières  dérivées  partielles  de  /par  rapport  à  u. 

Si  donc  nous  nous  reportons  au  développement  (4i')  de  /(ic,  5), 
nous  voyons  que  les  équations  des  approximations  successives  sont 
de  la  forme 


(43) 


où  l'on  a 


k{x)iX^)  +  '^{x)^',{x) 


+ 

C{x)o,{x)  +  Vs{x)^^{x)           = 

H(^), 

B(- 

x)cp,(^)-HA(     ^)9,(x) 



D(-^-)?.W-C(-:^-)?.W  = 

K(a;); 

K^^ 

=  a  +  (è  -h  c)x  +  (a  -t-  p  +  Y)a?2 

-h.. 

•? 

BW 

a  -h  (^  —  c)x  -1-  (a  —  (i  +  y).T- 

+  .. 

•) 

C(^) 

2^  -4-  cH-  (4a  -h  3p  +  2Y)a7H-. 

•  "i 

D(^) 

20  —  cH-(4a  —  3^  +  2Y)a;H-. 

•  •  • 

Si  nous  considérons  d'abord  les  équations  (43)  sans  second  membre, 
on  en  déduit  par  l'élimination  de  ç,(a;),  l'équation  du  second 
ordre 


(44) 


M(a7) 9;(a;)  H-  N(a;)<p;(^)  +  P(^)9,(^)  =  o; 


où  l'on  a 


'^{x)  = 


A(ic)  C(ic) 

B(-x-)     -D(-x-) 


N(x-) 


A(a^)        B(a;) 
B(-j;)     A(-a;) 

A(a;)             A'(^)  +  C(x)  C'(a;) 

B(_rr-)     -  B'(-,r)-D(-x)  D'(-^-) 

o                         A(a,')  C(x) 

o                     B(-x-)  -D(.-->^-) 
=  \(')ab('5ùc — 5afi)x  -{-  . . . 


—  iGacb-x^-h..., 

B'{x)-hD(x) 
A'(-x)-C(-x) 
B{x) 
A(-  x) 
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P{X)  = 


et 

A(x-)  A'(x)  +  C{x)  C(oc)  D'(^) 

B(-x)     -B'(-x)-D(-x)  B'{-x)  C(-x) 

o                        A(.x-)  C(x)            B(x) 

o                      B(-x)  -B(-x)  A(-x) 

=  48  ab{bc  —  <2  ^)  + 

L'équation  (44)  est  donc  bien  du  type  de  Fuchs  par  rapport  à  l'ori- 
gine et  Féquation  déterminante  correspondante  est 


(45) 


^{^  —  i)cb  +  p(3cb  —  5a^)  H-  'Sbc  —  ja^  =  o. 


L'équation  à  laquelle  satisfait  o^{x•)  s'en  déduit  immédiatement; 
elle  est 

(46)      M(-x)cp](x)-N{-x)f\(x)  +  V(-x)^,(x)  =  o; 

d'où  il  résulte  que  l'équation  déterminante  coïncide  avec  (45).  Dans 
ce  problème  particulier,  il  arrive  donc  que  les  deux  équations  algé- 
briques qui  doivent  jouer  le  rôle  essentiel  se  réduisent  à  une  seule. 

Passons  maintenant  aux  équations  (43)  avec  second  membre,  c'est- 
à-dire  aux  équations  des  approximations  proprement  dites;  pour  cela 
remarquons  d'abord  (jue  si  y,  (pc)  et  ^,  {x)  sont  deux  solutions  linéaire- 
ment indépendantes  pour  Féquation  (44 \  les  fonctions  — r,(— x), 
—  5,{  —  x)  en  seront  deux  remplissant  la  même  condition  pour  (46). 
Il  en  résulte  que  nous  pouvons  appliquer  la  méthode  de  la  variation 
des  constantes  en  partant  des  solutions 

©,(x')=       my^{x^      -+-nz^(x), 


et  nous  obtenons  immédiatement 


(47) 


m 


II 


-[ 
-l 


/.,il  +  [jiiK 


j?'r 


•/..Ii  +  a,K 


x'f" 


dx^ 


dxf 
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OÙ  "kf  et  [X,  sont  des  fonctions  qui  en  général  ne  s'annulent  pas  pour 
x  =  o-^  elles  ne  sjannulent  que  si  /•,  et  /'a  sont  des  nombres  entiers 
impairs.  Il  faudra  donc,  en  général,  pour  que  le  problème  admette  une 
solution  finie,  que  F(:r)  =^  x^  ¥ ^  (a;),  car  alors,  à  partir  de  la  première, 
toutes  les  approximations  où  ni  et  ii  ont  les  valeurs  (47)  seront  finies. 
Le  raisonnement  est  absolument  analogue  à  celui  déjà  fait  pour  le  cas 
d'une  seule  équation  de  Volterra,  et  nous  arrivons  donc  à  cette  con- 
clusion : 

Si  l'équalion  (/p)  a  ses  deux  racines  à  parties  réelles  négatives  et 
si  F(a7)  =  a?^  F,(a7),  l'équation  fonctionnelle  (4i)  admet  une  seule 
solution  finie  dans  un  cercle  où  D(x)  n'a  aucun  autre  zéro  que  l'ori- 
gine et  où  toutes  les  autres  données  sont  finies  et  continues. 

La  méthode  que  nous  avons  employée  nous  a  donné  à  la  fois  o{jo) 
et  o(—  x);  si  l'on  se  borne  au  domaine  des  variables  réelles  on  a  ainsi 
les  valeurs  de  notre  fonction  inconnue  sur  l'axe  positif  et  sur  l'axe 
négatif  et  le  problème  est  ainsi  complètement  résolu.  Dans  le  cas  des 
variables  complexes,  il  faut  encore  voir  que  nous  avons  la  même  fonc- 
tion; or  cela  résulte  simplement  des  expressions  (47)  ^^  ayant  égard 
aux  seconds  membres  des  équations  (4^)- 
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1.  Dans  le  11°  3  de  la  première  Partie  nous  avons  montré  que,  si  le 
noyau  est  un  polynôme  en  x  de  degré  n^  la  résolution  de  l'équation  de 
\olterra  revient  à  l'intégration  d'une  équation  différentielle  linéaire 
d'ordre  n  avec  certaines  conditions  initiales  données.  Nous  voulons 
maintenant  montrer  que  le  mécanisme  des  approximations  successives 
n'a  lait  qu'éviter  l'intégration  d'une  équation  diflerentielle  linéaire 
d'ordre  infini,  en  examinant  le  cas  d'un  noyau y(x',  .s)  fonction  entière 
en  X  d'ordre  au  plus  égal  à  t  pour  toute  valeur  finie  de  s.  Il  existe 
un  intime  lien  entre  la  théorie  de  l'intégration  des  équations  différen- 
tielles linéaires  d'ordre  fini  et  infini  et  celle  de  la  résolution  d'une  équa- 
tion de  Volterra.  On  peut  facilement  mettre  toute  équation  différen- 
tielle linéaire  d'ordre  fini  sous  la  forme  d'une  équation  de  Volterra,  et 
cette  transformation  permet  de  trouver,  pour  les  intégrales  d'une  équa- 
tion différentielle  linéaire  d  ordre  fini,  un  développement  donné  par 
les  approximations  successives  qui  est  valable  dans  tout  le  domaine 
d'existence  de  ces  intégrales. 

Ces  résultats  ont  été  déjà  obtenus  en  appliquant  directement  la  mé- 
thode des  approximations  successives;  les  développements  obtenus 
sont  valables  autour  de  chaque  point  du  plan,  même  s'il  est  une  singu- 
larité essentielle  pour  les  intégrales,  ce  qui,  théoriquement,  rend  pos- 
sible l'étude  de  la  partie  caractéristique  de  cette  singularité  à  l'aide  du 
développement  même.  Un  développement  valable  dans  toute  l'étoile 
d'une  intégrale  nous  est  d'ailleurs  donné  aussi  par  la  méthode  de 
Cauchy-Lipschitz  ('). 

On  peut  donc  dire  que  l'équation  de  Volterra  constitue  une  forme 
très  avantageuse  pour  résoudre  commodément  un  problème  qui,  dans 


(')  Voir,  pour  ces  questions,  le  Cours  d'Analyne  de  M.  E.  Picard,  t.  II,  2'' édi- 
tion, p.  340  et  35 1 . 
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le  cas  général  el  dans  le  domaine  actuel  deTAnalyse,  correspondrait  à 
quelque  chose  de  très  compliqué.  Il  nous  reste  donc  maintenant  à  mon- 
trer effectivement  cette  équivalence. 

Cette  équivalence  ne  se  laisse  pas  voir  intimement  si  l'on  se  borne 
anx  variables  réelles  ;  c'est  l'introduction  de  la  variable  complexe  qui 
jette  une  vive  lumière  sur  la  question  en  montrant  que  la  solution  de 
l'équation  de  Volterra  est  dans  le  cas  général  une  fonction  multiforme 
à  une  infinité  de  brandies.  Ses  singularités  sont  fixes  en  dehors  de 
celles  du  second  membre  V(x)  et  si  le  novau  est  une  fonction  en- 
tière  en  x  et  s^  ce  sont  les  zéros  de  la  fonction  /(.r,  x)  qui  sont  les 
points  critiques  transcendants  de  la  solution;  ils  forment  ainsi  un  en- 
semble dénombrablc.  On  peut  encore  énoncer  ce  résultat  en  disant 
que  l'équation  de  Volterra  a  une  infinité  de  solutions  dans  le  domaine 
complexe  et  cela  nous  explique  pourquoi  nous  devions  trouver  der- 
rière elle  une  équation  difïerentielle  linéaire  d'ordre  infini. 

2.   Plaçons-nous  dans  le  cas  simple  de 

et  dérivons  n  -f-  1  fois  l'équation 

(i)  rf{x,s)':,{s)ds  =  ¥{x). 

Nous  ol) tenons  les  relations 

Xx)^{x)—  f    \a,(s)-h... 

(2)1  \^o{■'■•)?{^^y\'-[i'^{■^■)?«^\-^J^    \a,(s)-h...\oiji)ds  =  F"(j;), 

K(./;)9(x-)|'"'-l^/.(.r)9(x-)r ''+...-+ (-i)''|««(:.r)9(x-)| 
H-  f    [«.+.  (*)  +  ...  4-  ('„^p  (s)  ^'\~Z^^y'  +  •  •  •    ?  (.^v)  ds  =  F^"-^"(.r), 

en  conservant  les  notations  du  n**  î)  (l'*'  Partie). 


«0 
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Posons 

K(x)  =  (-  ly-f^'  \a.^,(.s)  +...+ «„„(.)  ";~:!;^,'  + . . .]  'A>^)d,. 

Nous  cherchons  les  solutions  de  (12)  finies  et  continues  à  l'origine; 
soient//?,  le  module  maximum  de  ^(.x)  dans  un  cercle  suffisammentpetit 
de  rayon  R  autour  de  l'origine  et  //Z/j  le  module  maximum  de  a^(s) 
dans  le  même  domaine. 

On  aura  donc  dans  tout  ce  cercle 

Mv,('^-)|<A7/i//Z„^,, 

OÙ  Ton  a 


Or,  nous  supposons  le  noyau  /*(x',  s)  être,  pour  toute  valeur  finie 
de  s,  une  fonction  entière  en  ,r  d'ordre  plus  petit  que  i  (');  elle  sera  du 
même  ordre  en  x  —  s  =  t,  pour  toute  valeur  finie  de  s,  car  la  crois- 
sance de  la  fonction y(a7,  s)  en  x  et  celle  def(s  -h  /,  s)  en  l  sont  évi- 
demment les  mêmes  si  5  a  une  valeur  finie  quelconque. 

Il  en  résulte 

(3)  limR„(:r)  =  km  \imm„+,  =  o. 

Remarquons  d'autre  part  que 

(4)  limF(«^-"(^)  =  $(ic); 

cette  limite  existant  sûrement  dans  nos  hypothèses,  elle  sera  nulle  si 
l'ordre  de  F(a;)  est  plus  petit  que  i. 

Nous  pouvons  maintenant  démontrer  que  toute  solution  de  l'équa- 
tion fonctionnelle  (i)  finie  et  continue  à  l'origine  satisfait  à  l'équation 


(')  Cet  ordre  ainsi  que  celui  de  F(^)  peuvent  aussi  être  égaux  à  1;  mais  dans 
ce  cas  la  croissance  de  ces  fonctions  doit  être  au  plus  égale  à  celle  de  e*. 
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difTérentielle  linéaire  d'ordre  infini 

(  iK(^)?(^)r-[«.(^)?wf-'^+.-. 

obtenue  en  faisant,  dans  la  dernière  des  relations  (2),  croître  n  indéfi- 
niment. L'équation  (5)  est  d'une  forme  tout  à  fait  spéciale  :  l'indice 
du  rang'  de  ses  termes  augmente  indéfiniment  dans  les  deux  sens,  et 
nous  verrons  qu'elle  correspond  à  un  système  d'équations  différen- 
tielles linéaires  du  premier  ordre  en  nombre  infini,  ce  qui  n'est  pas 
identique,  comme  dans  le  cas  de  l'ordre  fini,  avec  une  équation  diffé- 
rentielle linéaire  d'ordre  infini  propremenl  dite,  c'est-à-dire  avec  une 
relation  de  la  forme 


dy  .    ^  d'\y 


a^(x)y-^  a^{x^-^  +  ...  +  «„(^) 


d.r" 


=  o 


entre  toutes  les  dérivées  d'une  fonction  et  où  l'indice  du  rang-  de  ses 
termes  augmente  indéfiniment  dans  un  seul  sens. 

Pour  démontrer  notre  proposition,  remarquons  qu'en  vertu  des  for- 
mules (3)  et  (4)  on  peut  déterminer  un  nombre  N  suffisamment 
grand,  de  façon  qu'on  ait 


£ 
2 

et 


dans  le  cercle  de  rayon  R  pour  toutes  les  valeurs  de  //^  N,  £  étant  ar- 
bitrairement petit;  nous  aurons  donc 

|K(.x-)9(.T)r-[a.(:r)9(:r)f-'+... 

-^(-,y[a,(x)o(x)\-^]>(x)\<i 

pour  toutes  les  valeurs  de  //  plus  grandes  qu'un  nombre  N;  mais  £  est 
arbitrairement  petit.  Par  conséquent  le  premier  membre  de  l'équation 
tend  vers  <I>(a7)  pour  n  =  ao,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Inversement,  faisons  dans  les  relations  {^-i)  x  =  o-^  si  n  croît  indé- 
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fînimenl  nous  obtenons  une  infinité  de  relations  linéaires  entre  les 
valeurs  à  l'origine  de  cd  et  de  ses  dérivées  successives.  Si  nous  désignons 
parj)^o,  j^,,  j^/'o,  ...  ces  valeurs,  ces  relations  seront  : 

«oro  =  F'(o), 


(6)    /  «or«-.-+- [('^  — i)«n  -  «ijj«- 


[^ 


i){n  —  2  )     „         n  —  2     , 

-  a.,  —  a,  ■+-  «o 


0 


7n-3 


en  posant  af^=a\''\o).  Puisque  a^^(o)  ^  o,  ces  relations  vont  nous 
déterminer  successivement  les  valeurs  de  y^,  y , ,  . . . ,  y^,  • . .  • 

Le  fait  de  se  donner  seulement  la  valeur  d'une  fonction  et  de  toutes 
ses  dérivées  successives  à  l'origine  ne  détermine  nullement  la  fonction, 
de  sorte  que  l'équation  (i)  n'équivaut  pas  aux  relations  (6)  seulement; 
nous  devons  adjoindre  l'équation  différentielle  (5),  et  il  nous  reste  à 
démontrer  qu'une  solution  finie  et  continue  de  (5)  satisfaisant  aux 
relations  (6)  vérifie  l'équation  fonctionnelle  (i). 

Pour  cela  nous  partirons  de  l'équation  différentielle 


(7)     [a,(x)o{x)r-i~.--  +  (-iy\a^(xyi(x)]  +  ^„(x)  =  F[:: 


<) 


Si  Ion  prend  n  suffisamment  grand  et  si  (p(^)  désigne  une  solution 
de  l'équation  différentielle  (5),  la  fonction  S„(x)  sera,  en  tenant  compte 
de  (3)  et  (4),  aussi  petite  que  nous  le  voulons  dans  un  cercle  autour  de 
l'origine  où  la  solution  cp(ic)  est  finie  et  continue.  En  intégrant  n  -h  i 
ois  di  saitî  n^as  obtenons,  eu  égard  aux  n  -+-  i  premières  rela- 
tions (6), 

f  +/        ^-^^^n(s)ds=F(x), 

Journ.  de  Math.  (6'  série),  tome  IV.  —  Fasc.  II,   1908.  23 
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OU  en  mettant  f{x^  5)  en  évidence  et  posant 


T„(a;,5)  =  a„+,(5) 


s  —  X 

n  +  1 


/    \  {s  —  X)P 


P) 


'•) 


Or  cela  est  vrai  quel  que  soit  /i,  car  toutes  les  relations  (6)  sont  sup- 
posées satisfaites  ;  d'autre  part  la  seconde  intégrale  du  premier  membre 

est  évidemment  infiniment  petite  avec  -•  Si  donc  n  croît  indéfiniment 
nous  aurons 

c'est-à-dire  justement  l'équation  fonctionnelle  cherchée. 


5.  L'équation  différentielle  linéaire  d'ordre  infini  (5)  ainsi  obtenue 
peut  être  considérée  comme  l'adjointe  de  l'équation 


(9)       ^o(^)^-+-«'('^)^^ 


a,(.x-)/ 


<ï>(.x-), 


qui  est  évidemment  du  môme  type  qu'elle,  car  les  indices  de  ses  termes 
augmentent  aussi  indéfiniment  dans  les  deux  sens.  Or  l'équation  (^^9) 
est  celle  qu'on  obtient  lorsqu'on  veut  remplacer  par  une  seule  équation 
différentielle  linéaire  d'ordre  infini  le  système  d'équations  différen- 
tielles linéaires  du  premier  ordre  en  nombre  infini  : 


/    \dyx 


a,{x)y, 


(.0) 


a2(x-)jK2  + 

dx  -y""' 


-^a„{x)yn+  ...  =0, 


dx 


Yn-s 
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qui  est  exactement  celui  qui  se  rencontre  dans  la  théorie  des  équations 
différentielles  linéaires  d'ordre  fini,  lorsqu'on  veut  transformer  une 
pareille  équation  en  un  système  d'équations  difîérentielles  du  premier 
ordre. 

Dans  le  cas  de  l'ordre  infini  il  y  a  une  certaine  différence  entre  une 
équation  différentielle  linéaire  d'ordre  infini  proprement  dite  et  un 
système  d'équations  différentielles  linéaires  du  premier  ordre  en 
nombre  infini.  Appelons  système  normal,  par  analogie  avec  le  cas  de 
l'ordre  fini,  un  système  tel  qu'il  peut  être  résolu  et  d'une  façon  unique 
par  rapport  aux  dérivées  des  fonctions  inconnues.  Prenons  maintenant 
l'équation 

(i  i)  a,{x)y  +  a,  (x)  ^  +  . . .  +  a«(^)^  +  . .  .  =  o 

et  le  système  (lo)  qui,  par  un  choix  convenable  des  notations,  sont, 
dans  le  cas  de  l'ordre  fini,  réductibles  l'une  à  l'autre.  Si  nous  cherchons 
à  transformer  l'équation  (ii)  dans  un  système  tel  que  (lo),  nous  ob- 
tenons un  système  de  la  forme 

dx  ~-^" 


dx 

=  72, 

dyn 

dx 

-Yn^^, 

et  en  plus  une  relation  de  la  forme 

<^o(^)r  +  «<(-^)r<  +  «2(^)72+ •••  =0. 

On  peut,  il  est  vrai,  transformer  cette  dernière  relation  aussi  dans  une 
équation  différentielle  en  remplaçant  l'une  quelconque  des  fonctions 
inconnues  par  sa  valeur;  mais,  de  quelque  manière  qu'on  procède, 
nous  n'obtiendrons  jamais  ainsi  un  système  normal,  car  il  y  aura  tou- 
jours deux  équations  donnant  la  dérivée  d'une  même  fonction. 

Le  système  (10)  est  donc  un  système  normal,  tandis  que  le  système 
équivalent  à  (i  i)  ne  l'est  pas. 
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4.  L'équation  de  Volterra  nous  donne  aussi  le  moyen  de  signaler 
une  autre  différence.  Nous  avons  en  effet  démontré  que  si  la  fonction 

(12)  cio(x)  -+-  at{x)t  -+-...  +  an{x)t"  -h  . . . 

est  une  fonction  entière  de  t,  d'ordre  plus  petit  que  i ,  pour  toute 
valeur  finie  de  x,  l'intégration  de  l'équation  dont  (9)  est  l'adjointe  se 
réduit  à  la  résolution  d'une  équation  de  Volterra. 

Dans  la  démonstration  que  nous  avons  donnée  au  n°  5  nous  devions 
tenir  compte  des  relations  (11),  ce  qui  nous  a  ainsi  conduit  à  une 
équation  de  Volterra,  avec  un  second  membre  bien  déterminé;  mainte- 
nant on  n'a  plus  à  tenir  compte  d'aucune  relation,  ce  qui  nous  conduira 
à  un  second  membre  représenté  par  une  fonction  arbitraire.  Par  con- 
séquent, puisque  nous  ne  voulons  pas  arriver  à  une  équation  de  Vol- 
terra déterminée,  la  fonction  F(^)  sera  dans  ce  cas  une  fonction  de  la 
forme 

bf^-i- b,x -\- boX^ -\-.. .-+- On^" -^•••i 

les  coefficients  bi  étant  arbitraires,  de  sorte  que  la  solution  de  l'équa- 
tion de  Volterra  donne  ainsi  la  solution  générale  de  l'équation  (9)  avec 
une  infinité  dénombrable  de  constantes  arbitraires. 

Si  l'on  applique  la  même  méthode  à  une  équation  différentielle  (11) 
proprement  dite,  il  arrive  que  le  noyau  de  l'équation  de  Volterra  qu'on 
obtient  dans  une  formule  analogue  à  (8)  est  nul,  car  il  est  la  limite 
vers  laquelle  tend  le  terme  général  d'une  série  qui  résulte  de  la  multi- 
plication de  deux  séries  uniformément  et  absolument  convergentes  dans 
tout  le  plan;  on  a  fait  toujours  la  même  hypothèse  sur  la  fonction  (12). 
On  n'obtient  pas  ainsi  dans  ce  cas  une  équation  de  Volterra.  Voici 
comment  on  peut  développer  les  calculs  : 

Soit 


(i3)  ao(x)y-ha,(x)^  -1-.  . .+ a„(a;)^  -h 

l'équation  considérée.  Par  hypothèse  la  fonction 

G(x,  t)=  ao{x)  -+-  rt,(x')/-f-.  .  .-I-  a„(x)i" 


=  o 
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est  une  fonction  entière  en  /d'ordre  plus  petit  que  i  pour  toute  valeur 
finie  de  x('). 

Soit  m„  le  maximum  de  |««(a?)l  sur  la  circonférence  C  décrite  de 
l'origine  comme  centre  et  avec  un  rayon  r  de  longueur  arbitraire.  La 
série 

00 

n  =  0 

est  aussi  une  fonction  entière  de  t  d'ordre  plus  petit  que  i;  en  effet,  on 
a  par  hypothèse 

lim/^"iJ/|a„(^)|  =  V         (a>i) 

où  a  est  une  constante  nécessairement  et  v  une  fonction  de  x,  indé- 
pendante de  n,  qui  est  partout  finie  à  distance  finie;  on  aura  donc  sur 
toute  la  circonférence  G,  quel  que  soit  n, 


«VI««(^-)I<M, 

M  étant  une  constante,  ce  qui  démontre  la  proposition. 

Si  nous  considérons  donc  l'équation  (i3)  et  une  de  ses  solutions 
analytiques,  elle  pourra  être  intégrée  terme  à  terme.  Faisons  cela  et 
par  l'application  de  la  formule  d'intégration  par  parties  généralisée, 
ordonnons  par  rapport  aux  dérivées  de  y^  nous  obtenons  ainsi 


/ 


F,  [û5o(5)J  y  (s)  ds  +  F,  [a,  {x)]y 
où  Ton  a  posé 

On  a  bien  le  droit  d'ordonner  les  termes  ainsi  obtenus  à  volonté,  car 

(')  Cette  hypothèse  que  nous  faisons  constamment  sur  la  nature  du  noyau  ou 
sur  la  fonction  G{x,  t)  paraît  être  intimement  liée  à  l'étude  des  équations  diffé- 
rentielles linéaires  d'ordre  infini  au  point  de  vue  de  leurs  solutions  analytiques, 
comme  nous  le  ferons  voir  un  peu  plus  loin. 
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la  série  double  de  leurs  modules  est  convergente.  En  effet,  on  a 


< 


I /•  (  I 1  r^i  i 


et,  pour  71  suffisamment  grand, 

\a^{x)\  +  |a;,^,(:r)I+. 
< 


m„      Te  £*  1 

-U      '■(-?)  '-'(-7)         J 


£  étant  arbitrairement  petit. 
Il  en  résulte 


On  a  donc  en  même  temps  a  fortiori 

iF,M^)]i<, (,.:";_,)■ 

La  série  double  formée  par  les  modules  des  termes  qui  ont  résulté 
de  la  première  intégration  converge  donc  comme 

00 

«<0 

ce  qui  justifie  notre  remarque  et  nous  montre  en  même  temps  que 
nous  nous  trouvons  exactement  dans  les  mêmes  conditions  qu'au  com- 
mencement; par  suite,  nous  pourrons  continuer  cette  opération  indéfi- 
niment. Une  seconde  intégration  nous  donne 
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en  posant 

F,(a,)  =  F,F.(a„)=F,(a«)-F;(a,,,)  +  F';(a„,,)-+---- 
et  ainsi  de  suite.  Après  n  -h  i  intégrations,  nous  obtenons 


d'^  y  QqX"^         «,j?"^' 


,1      .•.•.-« 


/i  —  l! 


H-  F„(a„)jK(a;)  4-  . . .  +  F„(a^^^)-^  +  . . .  ^  _2_ 

en  posant,  d'une  manière  générale, 

F„(a^)  =  F,F„_,(a;t). 

Il  est  maintenant  facile  de  voir  que  le  noyau  de  l'intégrale  du  pre- 
mier membre  tend  uniformément  vers  zéro  dans  le  cercle  C  lorsque  n 
augmente  indéfiniment;  en  effet,  il  est  le  terme  général  du  produit  des 

deux  séries 

X  —  s        (x  —  s)-  (x  —  $)"■ 

I  H h  ^ r^  +  . . .  -h  ^ ^  -h  ... 

i  2 1  ni 

et 

F,  [«o(-0]  +  ^\Wi(^)]  +  '"  +  F4«„^,("^)]  +  •  •  • 

qui  sont  toutes  les  deux  uniformément  et  absolument  convergentes 
si  s  se  trouve  à  l'intérieur  du  cercle  G;  sa  limite  pour  n  =^cc  est  donc 
bien  zéro.  Nous  n'obtenons  donc  pas  par  ce  procédé  une  équation  de 
Volterra,  mais  simplement  une  infinité  de  relations  linéaires  entre  les 
valeurs  initiales  de  toutes  les  dérivées  d'une  solution  analytique  quel- 
conque que  l'on  peut  démontrer  aisément  être  de  la  forme 

les  constantes  5^^  étant  telles  que  les  séries 

H=l 

sont  des  fonctions  entières  de  t  d'ordre  plus  petit  que  un. 


a„ 
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5.  La  solution  de  l'équation  de  Volterra  avec  un  second  membre 
bien  déterminé  est  donc  une  fonction  qui  peut  aussi  être  obtenue  par 
l'intégration  d'une  équation  différentielle  linéaire  d'ordre  infini  avec 
des  conditions  initiales  qui  la  déterminent  complètement.  Une  pareille 
fonction  est  évidemment  une  fonction  multiforme  à  une  infinité  de 
branches  dans  le  cas  général,  comme  cela  résulte  d'une  généralisation 
de  la  théorie  des  équations  différentielles  linéaires  d'ordre  fini  pour 
une  équation  différentielle  linéaire  d'ordre  infini  qui  a  effeclwement 
une  infinité  de  solutions  linéairement  indépendantes.  On  peut  retrou- 
ver ce  caractère  par  l'étude  directe  de  l'équation  de  Volterra,  mais  pour 
cela  il  faut  introduire  les  variables  complexes  et  considérer  dès  lors  le 
chemin  d'intégration  qui  figure  dans  l'expression  (7)  de  la  solution 
comme  absolument  quelconque.  En  effet  le  raisonnement  fait  au  n"  1 
de  la  première  Partie  peut  s'étendre  à  tout  chemin  d'intégration 
qui  ne  passe  par  aucun  des  zéros  de  la  fonction  f(x,,x),  sup- 
posée pour  simplifier  différente  de  zéro  à  l'origine,  et  par  aucune  des 
singularités  de  F(ic).  Car  sur  un  pareil  chemin,  toutes  les  approxima- 
tions (5)  sont  bien  déterminées  et  la  formule  (7)  donne  donc  d'une 
façon  précise  la  valeur  de  la  solution  pour  tout  point  de  ce  chemin. 
Pour  chaque  chemin  ainsi  choisi,  nous  aurons  une  solution  parfaite- 
ment déterminée  en  chacun  de  ses  points  par  la  formule  (7)  où  le 
chemin  d'intégration  des  intégrales  est  justement  le  chemin  considéré; 
la  fonction  11(07,  s)  dépend  aussi  d'une  manière  évidente  de  ce  chemin 
d'intégration. 

La  solution  ainsi  obtenue  est  attachée  au  chemin  d'intégration  con- 
sidéré; pour  un  chemin  donné  à  l'avance,  comme  par  exemple  l'axe 
positif  Ox,  elle  est  unique  et  bien  déterminée.  Mais  faisons  varier  ce 
chemin  en  ayant  soin  d'éviter  les  zéros  de  /(x,  x)  et  les  singularités 
de  F(ic);  si  nous  considérons  deux  chemins  allant  de  l'origine  à  un 
point  X  et  ne  contenant  à  leur  intérieur  aucun  zéro  de  /{x,  x)  et 
aucune  singularité  de  F{x),  la  formule  (7)  montre  clairement  que  la 
valeur  de  (^{x)  au  point  x  sera  la  même  si  l'on  y  parvient  par  un  che- 
min ou  par  l'autre  (' ). 

(')  Si/(o,  o):=:o,  nous  avons  vu  qu'il  y  a  une  indélerminalion  à  un  nombre 
fini  de  constantes  Hnéaires,  ce  qui  ne  change  évidemment  rien  aux  résultats  que 
nous  avons  en  vue. 
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Mais  prenons  maintenant  deux  chemins  entourant,  par  exemple,  un 
seul  zéro  /•,  àe.  f{x^  x)\  la  différence  des  valeurs  de  <^{x)  qu'on  obtient 


pour  un  point  de  AP  suivant  qu'on  y  parvient  par  le  chemin  OMAP 
ou  ON  AP  est  égale  à 


n(.r,.y)F(^) 
«o(*) 


ds, 


C,  étant  un  contour  suffisamment  petit  pour  entourer  le  seul  zéro  j\. 

Nous  pouvons,  sans  restreindre  la  portée  du  raisonnement,  sup- 
poser la  fonction  F(a:)  entière,  car  les  singularités  de  F(a;)  ne  se  rat- 
tachent pas  intimement  à  l'équation  fonctionnelle;  elles  sont  analogues 
aux  singularités  du  second  membre  d'une  équation  différentielle 
linéaire  d'ordre  fini  et  elles  peuvent  d'ailleurs  être  traitées  de  la  même 
manière  que  les  zéros  de /"(a;,  ^). 

Pour  arriver  à  un  point  x^  nous  suivrons  d'abord  un  chemin  déter- 
miné que  nous  désignerons  parOx;  tout  autre  chemin  pouvant  se 
réduire  k  Ox  suivi  d'un  nombre  de  lacets  décrits  autour  des  points  r,, 


/' 
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,  /',„  ...,  dans  un  ordre  bien  déterminé  dépendant  du  chemin 


considéré,  il  résulte  que  la  valeur  de  (p(ic)  la  plus  générale  sera  égale 

à  une  valeur  déterminée  cp(^)  augmentée  d'un  nombre  quelconque  de 
fonctions  telles  que 


(.3') 


où  C„  désigne  un  contour  entourant  le  seul  zéro  /•„.  -.   ' 

Il  est  à  remarquer  que,  si  l'on  tourne  autour  du  point  /■„  deux  fois 
de  suite,  le  résultat  n'est  pas  égal  à'2$„(a;);  cela  tient  à  ce  que  la 

Journ.  de    Math.  (6*  série),  lome  IV.  —   Fasc.  II,  ujo8,  20 
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fonction  U.(x,  s)  est  elle-même  une  fonction  multiforme  admettant 
rinfinité  dénombrable  des  zéros  de  /(x,  a?)  =  «o(^")  comme  points 
critiques  transcendants,  qui  ne  sont  pas,  par  conséquent,  de  nature 
logarithmique. 

Les  fonctions  (i  3')  sont  évidemment  les  solutions  de  Téquation  fonc- 
tionnelle 

où  C  désigne  un  contour  quelconque  indépendant  de  x. 

Dans  ses  études  sur  les  opérations  distributives,  M.  Pincherle  (') 
désigne  ces  fonctions  sous  le  nom  de  racines  de  V opération  distrihu- 
tive{\[\).  Elles  correspondent  à  ce  que  Liouville  (-),  dans  son  calcul 
des  dérivées  à  indices  fonctionnaires,  appelait  les  fonctions  complé- 
mentaires. 

6.  La  théorie  des  équations  différentielles  linéaires  d'ordre  fini 
fournit  une  application  intéressante  de  ces  considérations.  Prenons 
l'équation  différentielle  linéaire  d'ordre  n  écrite,  en  divisant  par  le 
coefficient  de  la  dérivée  d'ordre  //,  sous  la  forme 

(i^^)  ^  +■  ^'•(•''■)^^  +.  •  •+ ««(•^)r  =  o. 

Elle  peut  aussi  s'écrire,  en  désignant  par  //,  {.c)^  .*.,  h„i-^)  l^s  coef- 
ficients de  l'équation  adjointe,  de  la  façon  suivante  : 

Appliquons  à  cette  dei-nièrc  équation  la  marche  suivie  au  n"  i>  (H); 
nous  obtenons  immédiatement  l'équation  de  \olterra  équivalente 

(i6)  o(x-)  4-  r  /(.r,  sy^Xs)ds  =  P„_,  (.r), 

(')  s.  Pincherle  et  O.  Amaldi,  Le  opcrationi  dislribittive  e  le  loro  applica- 
zioni  ail  analisi,  Bologna,  1901. 

(^)  J.  Liouville,  Sur  les  fonctions  complémentaires  {Journal  de  C  relie, 
t.  11,  iS34,  p.  1). 
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l^«-i(-^')  désignant  un  polynôme  arbitraire  de  degré  a*  —  i,  et  (') 

/(.■,<,  =  z,,a)-/^(?)'^ +...  +  (- .)«-'è„(5)l^^. 

Remarquons  qu'on  peut  écrire  le  noyau  aussi  sous  la  forme 

(n  -  i)l/(x,  .s)  =  \a,C^)(x  -'çy-^Y'^  -  [a,(l)(x  -  ^:r*r-^^  +  .., 

+  (— i)''-'a„(0(^-0"-% 

les  dérivations  étant  faites  par  rapport  à  la  variable  ^. 

Nous  avons  ainsi  une  équation  de  Volterra  d'un  type  bien  déter- 
miné, dont  le  noyau  est  un  polynôme  de  degré  n  —  i  par  rapport  à  la 
variable  x  et  dont  le  second  membre  est  un  polynôme  de  degré  n  —  i 
avec  n  coefficients  arbitraires. 

L'origine  a  été  choisie  comme  limite  inférieure  d'intégration,  mais 
il  est  clair  que  tout  autre  point  peut  être  choisi  à  sa  place.  La  for- 
mule [(7),  I]  donne  la  solution  générale  et  nous  avons  ainsi  un  déve- 
loppement donné  par  les  approximations  successives  qui  est  valable 
dans  tout  le  domaine  d'existence  de  la  solution.  Cette  propriété 
remarquable  de  la  méthode  des  approximations  successives  de  fournir 
pour  les  équations  différentielles  linéaires  un  développement  valable 
dans  tout  le  plan  a  été  donnée  par  Cauchy(-);  une  étude  plus  détaillée 
à  ce  point  de  vue,  mais  par  une  méthode  différente  à  celle  que  nous 
venons  d'indiquer,  a  été  faite  par  MM.  Picard  (^),  Fuchs  (*)  et 
Poincaré  ('). 

La  formule  (7)  est  un  instrument  commode  pour  l'étude  théorique 
des  équations  différentielles  linéaires.  On  peut  retrouver  les  résultats 
classiques  de  la  théorie  des  équations  différentielles  linéaires  en  se 
plaçant  systématiquement  à  ce  point  de  vue. 

(')  On  a,  comme  c'est  bien  connu, 

(-)  OEuvres  complètes,  i"""  série,  t.  V,  p.  894. 

(^)  E.  Picard,  Cours  d'Analyse,  t.  II. 

{'*)  FtCHS,  Journal  de  Crelle,  t.  66,  p.  i25,  i3i,  i^o. 

(")  Poincaré,  Acta  mathematica,  t.  IV,  1884,  p.  214. 
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Remarquons  d'ailleurs  que  le  cercle  vicieux  qui  résulterait  du  fait 
que  nous  nous  sommes  servi  dans  ce  travail  justement  de  la  théorie 
des  équations  différentielles  linéaires  pour  établir  certains  résultats  sur 
l'équation  de  Volterra  n'est  qu'apparent;  l'équation  de  Volterra  (16), 
à  laquelle  nous  avons  réduit  l'étude  d'une  équation  différentielle 
linéaire,  est  en  effet  du  type  simple  qui  peut  être  traité  directement, 
sans  aucun  artifice,  par  la  méthode  des  approximations  successives. 

7.  Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  considéré  seulement  le  cas 
des  fonctions  analytiques,  à  cause  des  variables  complexes.  Mais  il  est 
évident  que,  dans  un  domaine  plus  restreint,  par  exemple  sur^l'axe  des 
variables  réelles,  l'hypothèse  sur  l'analycité  des  données  n'est  pas 
indispensable;  il  suffit  d'admettre  la  continuité  des  données  (noyau  et 
second  membre)  seulement  sur  la  portion  d'axe  qui  est  à  considérer. 
Dans  le  cas  traité  au  n°  15,  l'existence  d'un  certain  nombre  des  déri- 
vées est  nécessaire;  or  cette  hypothèse  est  identique  à  celle  que 
M.  Volterra  fait  en  se  donnant  a  priori  la  forme  nécessaire  du  noyau 
et  du  second  membre  dans  ce  cas.  Il  résulte  de  là  que  la  méthode  que 
nous  avons  donnée  a  le  même  degré  de  généralité  que  celle  de  M.  Vol- 
terra et  qu'en  général,  dans  le  cas  des  variables  réelles,  pour  tous  les 
problèmes  traités  dans  ce  travail,  on  peut  remplacer  l'hypothèse  de 
l'analycité  des  fonctions  données  par  celle  de  leur  continuité  et  l'exis- 
tence des  dérivées  qui  interviennent  dans  les  démonstrations. 


8.  L'hypothèse  que  nous  avons  faite  relativement  à  l'ordre  du  noyau 
de  l'équation  de  Volterra,  et  qui  nous  a  permis  d'arriver  facilement  à 
un  type  spécial  d'équations  différentielles  linéaires  d'ordre  infini, 
paraît  être  intimement  liée  à  ces  questions  et  devoir  jouer  un  rôle  im- 
portant dans  la  théorie  des  équations  différentielles  linéaires  d'ordre 
infini. 

C'est  ce  que  nous  voulons  montrer  dans  ce  numéro. 

Prenons  en  effet  une  équation  différentielle  linéaire  d'ordre  infini 
proprement  dite 


(.0        F(y)  =  a„(.x-)jH-a.(^a:) 


dy 
dx 
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Nous  appellerons  la  fonction 

G{x,  s)  =  a„(a7)H-  ai(x)s  ■+-.  ..-h  a^ix)  s"  -h . . . 

la  fonction  génératrice  de  l'équation  différentielle  précédente. 

Cherchons  les  solutions  analytiques  de  F{y)  =  o'^  par  hypothèse, 
les  coefficients  ai(x)  sont  des  fonctions  analytiques  uniformes.  Soit  x^ 
un  point  où  une  solution  analytique  de  (i)  est  régulière  et  supposons 
que  le  rayon  r^^  du  cercle  de  convergence  en  ce  point  est  Jini.  La 
série  (i)  étant  convergente,  nous  aurons 


s/\a,(x,)\\y^^(x,)\<k  {k>i) 

pour  n  suffisamment  grand  ;  on  en  tire 


(.)  nyj^;x^\^ïi^:^<ke. 


Si  la  limite  de  i  7 ,      '  pour  /«  =  00  est  unique  et  bien  déter- 
minée, on  sait  qu'on  a 


Dans  les  autres  cas  -7-  est  la  plus  grande  des  limites  de  l'expression 

précédente;  par  conséquent,  il  existe  une  infinité  de  valeurs  de  n  pour 
lesquelles 


^^  \V       ni 


<^, 


£  étant  arbitrairement  petit  et  n  suffisamment  grand. 
Dans  le  premier  cas,  on  déduit  de  (2) 

(4)     •  n'IJ\a^(x,)\<A         (A>A-er,,), 

c'est-à-dire  la  fonction  génératrice  G(s,  i)  est  une  fonction  entière 
de  t  d'ordre  S  i  pour  toutes  les  valeurs  de  x  pour  lesquelles  y  est  holo- 
niorphe.    Dans  le   second,   l'inégalité  (4)  est  vraie  pour  toutes   les 
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valeurs  de  n  telles  que 


<i 


j""(^o)| 


n 


>«  («7^0), 


a  étant  une  constante  positive.  Dans  ce  cas  la  fonction  G(x,  t)  aura 
une  infinité  de  termes  dont  la  décroissance  est  analogue  à  ceux  d'une 
fonction  entière  d'ordre  plus  petit  ou  égal  à  un,  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  pour  lesquelles  jy  est  holomorphe.  Si  donc  nous  considérons  l'en- 
semble E  des  points  où  cette  condition  n'est  pas  satisfaite,  il  sera  formé 
en  général  par  les  singularités  des  solutions  analytiques;  mais  si,  en 
prenant  une  solution  analytique  déterminée,  l'ensemble  de  ses  singu- 
larités est  une  partie  de  E  seulement,  il  faudra  conclure  que  le  reste 
constitue  un  ensemble  de  points  où  la  solution  analytique  considérée 
ne  satisfait  plus  à  l'équation  (i).  Cette  circonstance  peut  bien  se  pré- 
senter, comme  le  montre  l'exemple  suivant. 
Prenons  l'équation  différentielle 

(5)  (i_^)^  +  g+...H_i^gl+...^o. 

La  fonction  r(x')  satisfait  bien  à  cette  équation  dans  toute  la  région 
du  plan  située  à  l'extérieur  des  cercles  de  rayon  t  décrits  des  points  o, 
—  I ,  —  2,  ...,—/?,.. .  comme  centres.  En  effet,  pour  un  pareil  point, 
on  a,  en  posant  y  =/(-^)) 

dy  I    d"y  j., 

et  par  conséquent  l'équation  différentielle  (2)   revient  à   Féqualion 
fonctionnelle 

f{x^\)  =  xf{x). 

Mais,  dans  un  point  situé  à  l'intérieur  d'un  des  cercles  précédents, 
le  développement  X—  ^-^  ^st  évidemment  divergent,  tandis  que  le 


n  =  0 


produit  xy( a?)  est  partout  fini  sauf  aux  centres.  L'équation  différen- 
tielle n'y  est  donc  plus  satisfaite. 
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Cette  circonstance  est  nouvelle  et  caractéristique  aux  équations 
diiTérentielles  linéaires  d'ordre  infini.  11  u'csl  donc  pas  suffisant  de 
s'assurer  qu'une  fonction  analytique  non  entière  satisfait  à  une  équation 
difTérenticlle  linéaire  d'ordre  infini  dans  un  point  pour  en  conclure 
qu'elle  y  satisfait  dans  tout  son  domaine  d'existence.  Il  faudra  analyser 
à  part  les  points  ./;  du  plan  pour  lesquels  la  fonction  génératrice  est  une 
fonction  entière  (Tordre  >  i .  S'il  existe  des  pareils  points  qui  soient 
réguliers  pour  une  solution  analytique,  celle-ci  n'y  satisfera  certai- 
nement plus  à  l'équation  considérée. 

Nous  appellerons  une  pareille  solution  une  solution  impropre,  car 
elle  ne  présente  pas  le  caractère  essentiel  d'une  solution  analytique  de 
satisfaire  à  l'équation  différentielle  dans  tout  son  domaine  d'existence. 

Nous  pouvons  alors  énoncer  le  résultat  précédent  sous  la  forme  sui- 
vante : 

Pour  qu  une  solution  analytique  non  entière  de  V équation  (i)  ne 
soit  pas  impropre,  il  faut  que  chaque  point  x  pour  lequel  la  fonc- 
tion génératrice  n'est  pas  une  fonction  entière  de  s  d'ordre  S  i  soit 
nécessairement  un  point  singulier  de  y. 

Cette  condition  nécessaire  n'est  pas  suffisante.  En  effet,  supposons 
que  la  fonction  G(x,  s)  est,  quel  que  soit  x,  une  fonction  entière  de  s 
d'ordre  ^i.  Dans  ce  cas,  les  solutions  analytiques  de  (i)  ne  sont  pas 
nécessairement  propres;  dans  l'exemple  précédent,  par  exemple,  on  a 

G{x,  5)  :=  e^ —  X, 

qui  est  bien  d'ordre  i  en  *  pour  toute  valeur  finie  de  x,  et  pourtant 
l'équation  différentielle  (2)  a  une  solution  impropre  T{x).  Il  est  facile 
d'analyser  cet  exemple.  En  effet,  la  condition  de  convergence  peut 


s'écrire 


\/i 


ni 


y('0(^-,) 


>/^ 


pour  n  suffisamment  grand.  A"  étant  un  nombre  positif  plus  grand  mais 
aussi  près  qu'on  veut  de  l'unité. 

Or  le  premier  membre  de  cette  inégalité  s'approche  autant  que  nous 
le  voulons  du  rayon  de  convergence  au  point  Xq.  Si  donc  l'équation  (5) 
a  une  solution  non  entière,  elle  ne  pourra  plus  satisfaire  à  cette  équation 
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pour  les  points  dont  la  distance  au  point  régulier  est  plus  petite  que  i; 
c'est  ce  qui  arrive  pour  la  fonction  r(x)  et  de  même  pour  toute  solution 
de  (5)  ayant  au  moins  un  point  singulier.  Les  solutions  propres  de  (2) 
sont  donc  seulement  les  fonctions  entières. 
Passons  au  cas  général  ;  nous  avons  trouvé 


qui  peut  s'écrire  (' ) 

/:e7-.,„>  lim/iv/|a„(xo)|. 

Si  l'ordre  de  la  fonction  G{xo,s)  est  plus  petit  que  i,  le  second 
membre  sera  nul  et  la  condition  précédente  est  certainement  satisfaite 
dans  tout  point  non  singulier.  Nous  pouvons  donc  dire  : 

Si  une  équation  difféi^entielle  linéaire  d'ordre  infini  a  une  fonc- 
tion génératrice  entière  d'ordre  plus  petit  que  1  en  s  pour  toute 
valeur  finie  de  x,  toutes  ses  solutions  analytiques  seront  propres. 

Supposons  maintenant  l'ordre  de  G(xo,  .?)  plus  grand  que  l'unité. 
Dans  ces  conditions,  le  second  membre  de  l'inégalité  précédente  sera 
infini  ;  il  est  donc  nécessaire  que  r^^=.  qo.  Par  conséquent  : 

Si  la  fonction  génératrice  est  une  fonction  entière  de  t  d'ordre  plus 
grand  que  i  au  moins  pour  une  valeur  x^^  de  ic,  l'équation  différentielle 
considérée  ne  peut  avoir  comme  solutions  analytiques  propres  que 
des  fonctions  entières. 

Supposons  enfin  l'ordre  égal  à  i.  Si  l'ordre  n'est  pas  bien  défini, 
lim  v^|<2„(iCo)|  sera  égale  à  o  ou  à  00;  nous  aurons  donc  l'un  des  deux 

cas  précédemment  étudiés.  Supposons  donc  Tordre  bien  défini;   on 
aura  alors 

La  solution  analytique  est  impropre  si  elle  a  comme  point  singulier 
le  point  x^.  Donc  : 

(')  Au  moins  pour  les  valeurs  de  n  pour  lesquelles  l'inégalité  (3)  a  lieu. 


SUR    L  EQUATION    DE    VOLTERRA.  1C)'J 

Si  l'ordre  de  la  fonction  génératrice  est  égal  à  i  pour  toute  valeur 
de  X,  les  seules  solutions  propres  sont  aussi  les  fonctions  entières. 

Analysons  de  plus  près  le  cas  où  l'ordre  est  plus  grand  que  l'unité  ; 
soit  V  cet  ordre  bien  défini.  Nous  aurons 


lim  n'  \'\a„(x)\  =  k. 

En  général  v  et  A"  sont  des  fonctions  analytiques  de  x;  prenons  par 
exemple 


^nx     ' 


nous  avons 

i 

V 


X 


et         k=/(x). 


Si  V  ou  c  restent  finies,  aussi  grand  que  soit  x,  elles  se  réduiront  à 
des  constantes;  si  elles  sont  donc  réellement  variables  avec  x,  elles 
croîtront  indéfiniment  autour  d'un  point  au  moins  du  plan  x. 

On  a  d'autre  part 

n  =  ce  V  ''  ■ 

et,  par  conséquent, 


V— 1 


/yi.r'"'(^)|  ^  e 

V         n\         ^  k' 


Nous  devons  donc  avoir 

V 


fX< 


V  I 


[X  désignant  l'ordre  de  la  solution  analytique  y(x)  qui,  nous  le  savons, 
doit  être  une  fonction  entière.  On  en  déduit 


v< 


IX  — i 

Or  [JL  est  un  nombre  fixe.  La  dernière  inégalité  ne  peut  être  satis- 
faite que  dans  une  partie  du  plan  si  v  n'est  pas  constant;  le  reste 
devrait  donc  contenir  les  singularités  de  la  solution  ou  constituer  une 
région  dans  laquelle  la  solution  ne  satisfait  plus  à  l'écjuation.  Comme 

Journ.  de  Math.  (6"  série),  tome  IV.  —  Fasc.  II,  1908.  l'J 
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y  est  une  fonction  entière,  la  dernière  hypothèse  est  la  seule  vraie.  Il 
résulte  de  là  que,  si  v  dépend  de  x,  toutes  les  solutions  analytiques  de 
Téquation  différentielle  sont  impropres. 

Enfin,  si  v  est  constant,  l'équation  différentielle  n'admet  pour  solu- 
tions analytiques  (si  elles  existent)  que  des  fonctions  entières  d'un 

ordre  déterminé,  au  plus  égal  à  ■■  Ces  solutions  sont  propres. 

En  résumé,  le  snul  cas  où  la  condition  de  convergence  n'impose 
nulle  condition  aux  solutions  analytiques  d'une  équation  diffé- 
rentielle linéaire  d'ordre  infini  est  celui  où  V ordre  de  sa  fonction 
génératrice  est  plus  petit  que  i  ;  dans  ce  cas  l'ordre  est  constant. 

Si  l'ordre  est  constant  et  plus  grand  ou  égal  à  l'unité,  pour  qu'une 
solution  analytique  soit  solution  de  l'équation,  il  faut  qu'elle  soit  une 
fonction  entière  d'ordre  déterminé. 

Si  l'ordre  dépend  de  x-,  toutes  les  solutions  analytiques  seront  im- 
propres. 

Ce  résultat  nous  montre  clairement  le  rôle  important  que  joue 
l'ordre  de  la  fonction  génératrice,  qui,  dans  le  cas  de  l'équation  de 
Volterra,  correspond  à  l'ordre  du  noyau. 

Relativement  aux  solutions  impropres,  nous  ferons  encore  la 
remarque  suivante  : 

Elles  admettent,  en  général,  des  singularités  mobiles  qui  ne  peuven  t 
pas  être  lues  sur  l'équation  différentielle  elle-même.  Far  exemple,  la 
fonction  V{x)  solution  iuipropre  de  (2)  admet  comme  singularités  les 
pôles  du  premier  ordre  o,  — i,  — 2,  ...,  — «,  D'ailleurs,  la  so- 
lution générale  de  l'équation  fonctionnelle 

f{x  -M)  =  ocf{x) 
est  évidemment 

• 

P(x)  désignant  une  fonction  quelconque  admettant  la  période  i.  Si 
donc  nous  prenons  pour  P(.x)  une  fonction  analytique  de  période  i 
étant  singulière  dans  un  point  quelcon([ue  a,  nous  obtiendrons  en 
r(a;)  P(x")  une  solution  impropre  de  l'équation  (2)  admettant  la 
singularité  arbitraire  a. 
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Les  solutions  impropres  s'éloignent  donc  complètement  par  leurs 
propriétés  de  celles  des  équations  différentielles  linéaires  d'ordre  fini. 

9.  On  peut  retrouver  les  résultats  concernant  l'équation  (5)  par 
une  méthode  directe,  car  l'équation  (2)  peut  s'intégrer  directement 
en  lui  appliquant  la  transformation  bien  connue  de  Laplace 


y 


dl. 


Prenons  l'équation  plus  générale 

(3)  P„^-hP.^+...+  i>,^^  + 


dx    "  "dx'^     ' ^'' 


OÙ  P<  désignent  des  polynômes  de  x  dont  le  degré  est  S,p. 
En  posant 

y=  fe-^z{t)dt, 
où  C  est  un  contour  indépendant  de  la  variable  x^  nous  avons 


d'^y 


Je. 


dt. 


dx'' 
Donc,  ûy  est  une  solution,  nous  devons  avoir 

(4)  fe'^'iPo  +  P,  ^  + . . .  4-  P«^"  +  . . .)  ^(0  dl  =  o. 
Soit 

et  ordonnons  la  parenthèse  suivant  les  puissances  de  x-;  nous  obtenons 

(5)  Q^,-hQ^X^-hQ.2X--h...-hQ,,xP, 

en  posant 

Qi=aoi-ha,it-h...-h  a„it"  4- . . . . 

Supposons  que  les  séries  Q^  représentent  des  fonctions  entières  de  /; 
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on  peut  alors  remplacer  la  parenthèse  de  (4^  par  le  polynôme  (5),  ce 
qui  nous  donne 

f  e^'(Q,-h  q,jj  -h . .  .-h  Qj,3oP)  z(t)  dl  =  o. 
Mais 


c^^^dL 


1 


Par  conséquent 

fe'='{q,-\-Çl,x-^...^qpxP)z{t)di 

2é  li  (--'')  -^  dt^^^'^ 

^our  que  l'intégrale  /  c''^  z{t)dl  soit  une  solution  de  l'cqualion,  il 

faut  donc  et  il  suffit  que  la  fonction  inconnue  z(^t)  satisfasse  à  Téqua- 
tion  différentielle 

dtP  dt>"'  -t-  .  .  .  ^  V  IJ     ^>!0  -   —  "5 

et  que  le  contour  G  soit  choisi  de  manière  que  la  parenthèse  du  second 
membre  de  (6)  soit  nulle  quelle  que  soit  x.  Celte  question  demande  un 
théorème  relatif  à  la  croissance  des  solutions  d'une  équation  dilTércn- 
tielle  linéaire  d'ordre  fmi  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  entières 
de  x^  analogue  à  celui  qui  domine  les  travaux  de  M.  Poincaré  dans  le 
cas  où  les  coefficients  sont  seulement  des  polynômes  en  x. 
Dans  le  cas  particulier  de  l'équation  (2)  on  a  immédiatement 
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Pour  que  l'expression 

•  •  Je 


satisfasse  à  (2)  il  faut  donc  d'abord  que  z  soit  une  solution  de  l'équa-, 
tion 

dt 


é  z  =  G, 


ce  qui  nous  donne 


-c 


En  faisant  le  changement  de  variables  e^  =^  w,  nous  avons  la  solution 

y  =  I  u^~^  (r^' du, 
avec  la  condition 

(7)  (u^e-"\=o. 

La  condition  (7)  nous  montre  immédiatement  que  le  contour  C  ne 
peut  être  situé  tout  entier  à  distance  finie.  La  seule  racine  en  u  indé- 
pendante de  X  de  l'équation  transcendante 

(8)  M^e-"=o 

est  Am  =  -t-  ce.  Nous  prendrons  le  contour  C,  partant  du  point  -+-  30, 
retournant  plusieurs  fois  autour  de  Torig-ine  et  revenant  au  point  -1-  00. 
Nous  obtenons  ainsi,  dans  le  cas  d'un  seul  tour  autour  de  l'origine, 
la  solution 

f  u""-*  C-"  du  =  ( e-'"''-'  —  I )  r ( X-) , 
Je 

et,  en  général,  si  l'on  fait  n  tours  autour  de  l'origine, 

Ce  sont  toutes  des  fondions  entières,   ce  qui  concorde  avec  les 
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recherches  précédentes.  Nous  obtenons  ainsi  une  intînité  dénombrable 
de  solutions  linéairement  indépendantes  et  qui  sont  toutes  propres. 

En  limitant  le  domaine  de  x,  au  domaine  réel  et  positif,  par 
exemple,  m  =  o  est  une  nouvelle  racine  de  (8)  et  nous  oljtenons  ainsi 
l'expression  bien  connue  de  r(x) 


u^  '  c  "  du, 
solution  qui  sera  impropre. 
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Sitr   ['(ippioximalioii   des  fonctions  de  grands   nombres; 

Par  m.  Maurice  HAMY. 


Je  me  suis  attaché,  dans  le  présent  travail,  à  généraliser  la  méthode 
de  M.  Darboux  (')  concernant  la  recherche  des  expressions  asympto- 
tiques  des  fonctions  d'un  nombre  n  très  élevé,  c'est-à-dire  des 
expressions  dont  le  rapport  à  ces  fonctions  tend  vers  l'unité,  lorsque  n 
croît  indéfiniment,  et  qui  donnent  leurs  valeurs  numériques,  avec  de 
faibles  erreurs  relatives,  pour  /cassez  grand.  J'ai  été  conduit  à  in'occuper 
de  ce  sujet  à  l'occasion  de  mes  travaux  sur  le  développement  approché 
de  la  fonction  perturbatrice,  qui  nécessitaient  l'étude  préalable  de 
diverses  questions  demeurées  en  dehors  du  Mémoire  de  M.  Darboux. 

Partant  d'un  théorème  d'Ossian  Bonnet,  sur  les  séries  trigonomé- 
triques,  M.  Darboux  a  montré  que  la  détermination  des  expressions 
asymptotiques  des  termes  éloignés  du  développement  d'une  fonc- 
tion <ï>(«),  par  la  série  de  Mac  Laurin,  est  intimement  liée  à  la  connais- 
sance des  points  singuliers  de  $  (  -  )  situés  sur  le  cercle  de  convergence. 
Il  a  établi  la  marche  à  suivre  pour  obtenir  ces  expressions,  lorsque  le 
développement  de  $(^)  est  algébrique  dans  le  voisinage  des  points 
singuliers  dont  il  s'agit. 

M.  Flamme  (-)  a  étendu  la  méthode  de  M.  Darboux  aux  coefficients 

(')  Journal  de  Malhématiques pures  et  appliquées,  1878  :  Darboux,  Mémoire 
sur  l'approximation  des  fonctions  de  très  grands  nombres. 
C^)  Flamme,  Thèse  de  doctoral,  Paris,  Gauthier- Villars,  1887. 

Journ.  de  Math.  (6"  série),  tome  l\^  —  Fasc.  III,  1908.  20 
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de  la  série  de  Laurent  et  plus  généralement  aux  intégrales  de  la  forme 

I  =/*(-- ),Jt. 

dans  laquelle  n  désigne  un  entier  positif  très  grand  ('),  lorsque  la 
fonction  ^^(z)  possède  un  ou  plusieurs  points  singuliers  séparés  de 
l'origine  par  le  contour  d'intégration,  les  extrémités  de  ce  contour 
étant,  en  outre,  plus  éloignées  de  l'origine  des  coordonnées  que  l'un 
au  moins  de  ces  points  singuliers. 

Prenant  un  point  de  départ  différent  du  ihéorème  d'Ossian  Bonnet, 
dans  mes  recherches,  je  me  suis  d'abord  occupé  de  déterminer 
l'expression  asymptotique  de  l'intégrale  J  :  i°  en  m'alTranchissant  de 
la  restriction  que  //  est  entier;  2"  en  examinant  toutes  les  positions  que 
le  contour  peut  présenter  par  rapport  à  l'origine  des  coordonnées. 
J'envisage  notamment  l'hypothèse  où  l'une  des  extrémités  du  contour 
d'intégration  est  plus  rapjjrocliée  de  l'origine  que  ses  autres  parties. 
J'obtiens,  du  reste,  l'expression  asymptotique  de  l'intégrale  I,  non 
seulement  lorsque  le  développement  de  $(;:)  est  algébrique  dans  le 
voisinage  du  point  du  plan  dont  la  considération  est  nécessaire,  pour 
l'évaluation  approchée  de  cette  iutégrale,  mais  encore  lorsque  ce  déve- 
loppement contient  des  termes  de  la  forme  (z  —  ay\og''(z-  —  a), 
q  étant  un  entier  positif. 

J'aborde  ensuite  un  autre  problème  plus  général,  relatif  à  Va  déter- 
mination de  l'expression  asymptotique  de  l'intégrale. 


J=ff(z)f(z)dz, 


n  étant  un  grand  nombre  quelconque. 

On  sait  que  Laplace  a  résolu  ce  problème  (-),  par  une  méthode 
d'ailleurs  sujette  à  criti(]ues,  dans  le  cas  où  la  variable  z  est  réelle, 
en  admettant  (pic  le  champ  d'intégration  renferme  une  racine  z  =  c 


('  )  Le  cas  où  n  esl  négalif  se  ramène  à  celui  donl  il  csl  question  en  changeant 

T 

sn  -  • 

(  -  )  Calcul  (les  probabilités. 
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de  o'  (z)  correspondant  à  nn  nriaximuni  absolu  de  of-)  dans  ce  champ 
et  ne  coïncidant  pas  avec  une  des  limites  de  lïntéi^ralc.  fl  a,  en  outre, 
supposé  9(^)  holomorphe  dans  le  voisina^'e  de  z  =  c. 

M.  Darboux  a  confirmé  le  résultat  de  Laplace  et  l'a  étendu  aux  inté- 
grales dont  Télément  diflerentiel  dépend  d'une  variable  complexe, 
lorscju'à  la  racine  z  =  c  de  '^' (z)  correspond  un  maximum  de  |  o(z)  \ 
absolu  le  long  du  contour  d'intégration. 

Le  problème  ainsi  posé  rentre  dans  une  question  plus  générale  que 
j'ai  étudiée  dans  mon  Mémoire  et  dont  l'examen  comprend  deux  cas 
tout  à  fait  distincts. 

Admettons  d'abord  que  la  plus  grande  valeur  de  |  o  (z)  \,  le  long  du 
chemin  d'intégration,  corresponde  à  l'une  des  extrémités  ^  —  c  de  ce 
contour,  après  l'avoir  convenablement  déformé,  s'il  est  nécessaire. 

Dans  ces  conditions,  on  peut  toujours  obtenir  la  valeur  asymptotique 
de  l'intégrale  J,  si  les  développements  de/(-s;)  et  de  o  (z),  dans  le  voi- 
sinage de  j  =  c,  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

f(z)  =  B,  (z  -  c)P.  log^<:;  -  c)  -f-  B,{z  -  c/=log?.(:r  — c)  +  . . ., 
cp(z)  =  a)(c)-h  A,(^-  c)='. -h  A2(i?  —  cy^-h. .., 

les  a  désignant  des  nombres  positifs,  les  q  des  entiers  positifs  ou  nuls 
et  les  S  des  cjuantités  supérieures  à  —  i . 

Si  |o(^)|  ne  prend  pas  sa  plus  grande  valeur  à  une  extrémité  du 
contour  d'intégration,  imaginons  qu'on  puisse  remplacer  le  contour  G, 
le  long  ducjuel  est  prise  l'intégrale  J,  par  un  autre  chemin  C,,  passant 
par  un  point  d'affixe  z  =  c,  jouissant  des  propriétés  suivantes  :  i°  si 
le  chemin  C,  n'est  pas  équivalent  au  contour  C,  il  le  devient  en  le 
déformant  infiniment  peu  dans  le  voisinage  du  point  z  =  c;  2^  la.  plus 
grande  valeur  de|  o  (z)  \  le  long  du  chemin  C,  est  |(D  (c)  |.  Ilarrive  alors, 
sauf  quelques  exceptions,  cjue  la  considération  du  point  z  =  c  conduit 
à  la  détermination  de  l'expression  asymptotique  de  J.  On  suppose  que 
le  développement  de/(^)  et  de  o(z),  dans  le  voisinage  du  point  c, 
rentre  dans  la  même  forme  cjue  précédemment,  les  (3  n'étant  plus  assu- 
jettis à  être  supérieurs  à  —  i. 

Les  exceptions  comprennent  le  cas  où /(s)  etip  (r)sontholomorphes 
dans  le  voisinage  du  point  j  =  c,  sans  que  o'  (c)  soit  nul. 
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J'ai  dit  que  le  cas  où  |  ç-  (z)  |  prend  sa  plus  grande  valeurà  une  extré- 
mité du  contour  d'intégration  est  à  distinguer  de  celui  où  ce  module 
prend  sa  plus  grande  valeur  le  long  de  ce  contour.  Par  exemple,  en 
faisant  l'hypothèse  que  le  point  ::  =  c  ne  coïncide  pas  avec  une  extrémité 
du  contour  d'intégration,  M.  Darboux  a  obtenu  la  valeur  asymptotique 
de  J  en  supposant  cp(-2)  et  f{z)  holomorphes  dans  le  voisinage  du 
point  ;:  =  c,  I  (p  (s)  I  maximum  absolu  pour  i:  =  c,  le  long  de  ce  contour, 
et  q'(c)=  o.  Il  a  trouvé,  dans  ces  conditions,  que  le  développement  de 
l'expression  asymptotique  de  J,  suivant  les  puissances  descendantes 
de  /z,  procède  suivant  une  suite  de  termes  tels  que  le  rapport  de  l'un 

d'eux  au  précédent  contient  en  facteur  -•  Or,  j'établis  dans  mon  tra- 
vail que  ce  rapport  contient  en  facteur  -=  lorsque  le  point  c  coïncide 

avec  une  des  limites  de  l'intégrale  ('). 

Dans  le  but  de  ne  pas  allonger  outre  mesure  le  présent  Mémoire, 
je  me  suis  contenté  d'établir  des  formules  générales  sans  les  appliquer 
à  des  exemples  particuliers.  Les  commentaires  dont  elles  sont  accom- 
pagnées comblent,  je  pense,  suffisamment  cette  lacune  pour  qu'il  ne 
puisse  en  résulter  aucune  difficulté  dans  leur  emploi  (^). 

J'ai  également  laissé  complètement  de  côté  l'étude  des  intégrales 
doubles  dont  l'élément  différentiel  contient  des  facteurs  élevés  à  de 
hautes  puissances.  On  consultera  avec  fruit  les  recherches  de  M.  Poin- 
caré  sur  ce  sujet  (■'), 

(')  Les  résiihals  contenus  dans  le  présenl  Mémoire  ont  déjà  été  énoncés  par- 
tiellement dans  quelques-unes  de  mes  publications  antérieures  :  Sur  Vapproxi- 
Diaiioii  des  fondions  de  grands  nombres  {Comptes  rendus,  1892,  i""^  semestre, 
et  1897,  ^^  semestre),  Sur  le  développenienL  approché  de  la  foncLlon  perlur- 
batrice  dans  le  cas  des  inégalités  d'ordre  élevé  {^Journal  de  Mathématiques 
pures  et  appliquées,  1894,  p.  SgS  à  4o5). 

(^)  Voir  au  sujet  de  l'application  de  la  méthode  de  M.  Darboux  :  Darboux, 
loc.  cit.;  Flamme,  loc.  cit.:  1*oincaké,  Les  m,éthodes  nouvelles  de  la  Mécanique 
céleste,  t.  I,  p.  282;  IIamv,  Bulletin  astronomique,  1898,  et  Journal  de  Mathé- 
matiques pures  et  appliquées,  189/1  ^^  '896;  Hadamard,  Sur  les  fonctions 
données  par  leur  développement  de  Taylor  {Annales  de  l'Ecole  Anormale 
supérieure..  189!^);  Goculesco,  Thèse  de  doctorat,  Vsr'xs,  Gaulhier-Villars,  1896; 
FfiiiAUD,  Thèse  de  doctorat,  Paris,  Gauthier-Villars,  1897. 

(•')   Loc.  cit.,  p.  '>.8o. 
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Le  présent  Mémoire  est  divisé  de  la  façon  suivante  : 

1.  Définitions  d'un  contour  de  première,  de  deuxième  et  de  troi- 
sième espèce  par  rapport  à  un  point.  —  2.  Propriétés  des  intégrales  de 

la  forme     <P(z)  ^^^  prises  le  long  d'un  contour  de  deuxième  espèce. 

Théorème  I. 

§  II. 

3.   Lemmes   préliminaires   relatifs  à  l'étude   des  intégrales  de  la 

forme   /  $(^)7;r^i'  prises  le  long  d'un  contour  de  troisième  espèce. 

4.  Propriétés  de  ces  intégrales.  Théorème  II.  —  5.  Evaluation  appro- 
chée de  ces  intégrales  pour  n  très  grand. 


§  m. 

6.  Lemmes  préliminaires   relatifs    à   l'étude   des  intégrales  de  la 

forme   /  4>(-)  —j,  prises  le  long  d'un  contour  de  première  espèce.  — 

7.  Propriétés  de  ces  intégrales.  Théorème  III.  —  8.  Evaluation  appro- 
chée de  ces  intégrales  pour  n  très  grand.  —  9.  Généralisation  de  la 
règle.  —  10.  Cas  particulier  lorscjue /z  est  entier.  Evaluation  de  termes 
éloignés  du  développement  d'une  fonction  par  la  série  de  Mac  Laurin. 
Méthode  de  M.  Darboux. 

§IV. 

11.  Variations  du  module  d'une  fonction   autour  d'un  point.    — 

12.  Évaluation  approchée  de  l'intégrale  1=  /  /(w)  cp"(M)<iw,  pour  n 

très  grand,  lorsque,  u  =  c  désignant  l'affîxe  de  l'une  des  extrémités  du 
contour  d'intégration,  on  a  |9(^0l  ^  l?(")l  pour  tous  les  points  de  ce 
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contour  :  i"  cas  où  /  et  o  sont  holomorplics  dans  le  voisinage  de 
u  =z  c  en  môme  temps  que  9'(c)  —  o;  i"  cas  où  le  point  u  =  c  est  un 
point  singulier  algébrique  de/  et  o;  3"  cas  particulier.  —  15.  l^vaiua- 
tion  ap])rochée  de  1,  pour  n  très  grand,  lorsque  |  o  {u)\  prend  sa  plus 
grande  valeur  en  un  point  u^=c  du  contour  d'intégration,  ne  coïn- 
cidant pas  avec  Fune  des  extrémités  de  ce  contour.  Examen  de  dilVé- 
rentscas. 

§  V. 

14.  Généralisation  du  théorème  II  concernant  les  intégrales  de  la 

forme   /  *^{^z)—^^  prises  le  long  d'un  contour  de  troisième  espèce,  et 

consé(piences  relatives  à  leur  évaluation  approchée  pour  n  très  grand.  — 
liî.  (fénéralisation  du  théorème  III  concernant  les  mêmes  intégrales 
prises  le  long  d'un  contour  de  première  espèce,  et  conséquences  re- 
latives à  leur  évaluation  approchée  pour  n  très  grand. 


§  VI. 

16.  Généralisation  des  résultats  obtenus,  en  ce  qui  concerne  l'éva- 
luation approchée  de  l'intégrale     f(u)  ©"(w)  du,  lorsque  |  o  (m)  |  prend 

sa  plus  grande  valeur,  le  long  du  contour  d'intégration,  en  un 
point  coïncidant  avec  Tune  de  ses  extrémités.  —  17.  Même  question 
lorsque  |(p(w)|  prend  sa  plus  grande  valeur,  le  long  du  contour  d'inté- 
gration, en  un  point  qui  ne  coïncide  pas  avec  l'une  des  extrémités. 
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§    I 

Des  intégrales  de  la  forme  /<!>(-)  —;f^  prises  le  long  d'un  contour 

de  deuxième  espèce. 

1.  Définitions.  —  lùant  donnes,  dans  le  plan  représentatif  d'une 
variable  complexe,  un  point  dont  Taffixe  est  a  et  un  contour  B(JD 
(/ig.  i),  admettons  que  les  circonstances  suivantes  se  présentent 
simultanément  : 

1"  Les  extrémités  B,  D  du  contour  sont  plus  éloignées  de  Torigine 


Fig. 


Fig. 


que  le  point  a;  2"  le  contour  BCD  est  rencontré  par  la  droite  On  en 
un  point  unique,  compris  sur  le  segment  Or/,  ou  satisfait  à  cette 
condition  après  des  déformations  convenables. 

Nous  dirons  alors,  pour  abréger  le  langage,  cjue  le  contour  BCD  est 
de  première  espèce  par  rapport  au  point  a. 

Nous  désignerons  par  contour  de  deuxième  espèce  par  rapport  à 
un  point  a  un  contour  dont  toutes  les  parties  sont  plus  éloignées  de 
l'origine  que  ce  point  a. 

Considérons  enfin  un  contour  «/;  limité  à  un  point  a  {Jlg.  2).  Admet- 
tons que  toutes  les  parties  de  ce  contour  soient  plus  éloignées  de 
l'origine  que  l'extrémité  a.  Nous  dirons  que  ce  contour  est  de  troisième 
espèce  par  rapport  au  point  a. 

Nous  ne  considérerons,  dans  la  suite  de  ce  travail,  que  des  contours 
décomposables  en  un  nombre  fini  d'arcs  convexes  et  d'arcs  concaves, 
par  rapport  à  l'origine,  et  ne  tournant  pas  indéfiniment  dans  une 
région  du  plan. 

Si  une  fonction  ^{z)  est  finie  le  long  d'un  pareil  contour  C,  sauf 
dans  le  voisinage  d'un  certain  nombre  de  points  s  =  c,,  j  =  Co,  . . ., 
et  qu'il  existe  des  nombres  y,,  y^.  . . .,  inférieurs  à  i,  tels  que  les  pro- 


'210  M.    HAMY. 

duits(r  —  c,)i^t$(^),  (z  —  C2)^'<^(-3)^  . . .  ne  dépassent  pas  un  nombre 
fixe  lorsque  z  tend  respectivement  vers  c,,  Co  . . .,  nous  dirons  encore, 
pour  abréger  ]e  langage,  que  ^(z)  est  quasi  finie  le  long  de  ce 
contour.  Nous  adopterons  la  même  qualification  pour  $(-),  si  le 
contour  s'élendant  à  l'infini  et  si  ^J)(z)  devenant  infini  le  long  de  ce 

contour,  pour  :;  =  se,  le  module  du  quotient     _  "    ne  dépasse  pas  un 

nombre  fixe  pour  les  points  à  l'infini  le  long  du  contour,  p  désignant 
un  nombre  fixe. 

2.  Théorème  l.  ~  q  désignant  un  nombre  fixe  quelconque  et 
Y)  l'intégrale 

(0  ■1=/*(-^)3^> 

prise  le  long  d'un  contour  de  deuxième  espèce  par  rapport  à  unpoint 
d'ajfixe  a,  oii  ^(^)  désigne  une  fonction  finie  ou  quasi  finie  le  long 
de  ce  contour,  le  produit  n'^a'^r\  tend  vers  zéro  lorsque  n  augmente 
indéfiniment  par  des  valeurs  positives. 

Premier  cas.  —  L'intégrale  (i)  est  prise  le  long  d'un  contour  qui 
n'a  pas  de  points  à  l'infini  et  le  long  duquel  la  fonction  ^(z)  est 
finie.  On  a  identiquement 

/i^a^y]  =  fz^(z)  ni  (-)"  dz. 

Appelons  M  le  module  maximum  de  fi^  {-]  le  long  du  contour  G. 
Comme    -   <^  i  par  définition,  M  tend  vers  zéro  lorsque  n  croît  indé- 

finiment.  Or,  on  peut  poser  le  long  du  contour  C,  en  appelant  ).  un 
facteur  imaginaire  de  module  au  plus  égal  à  l'unité, 


(2)  n^l-]    =MX; 

il  en  résulte 

n'fa''ri  =  M  fl(i>(z)dz. 

L'intégrale  figurant  dans  le  second  membre  de  cette  égalité  est  finie  ; 
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ce  second  membre  Icnd  donc  vers  zéro  avec  M,  lorsque  n  croît  indé- 
finiment, c.    Q.    F.    D. 

Deuxième  cas.  —  Le  contour  d'intci,a\ition  n'a  pas  de  points  à 
l'infini,  la  fonction ^>  (5)devient  infinie  en  un  point  ^  =  r;  de  ce  contour, 
mais  on  peut  trouver  un  nombre  y  <  i  tel  q^^ie  le  produit  {z  —  cy^(^z) 
soit  fini  ou  nul  pour  z  =.  c.  On  a  identiquement 


n''à 


.'.,=/ 


{z.  —  c)'i<i>{z)./a\n        dz 


//■" 


(3-c;ï 


-  j    le  long  du  contour, 


on  peut  écrire  comme  plus  haut  (2) 


{z-c)-^ 


Le   module  de  l'intégrale  qui  figure  dans  le  second  membre  est 
inférieur  à 


/ 


l{z  —  cY^\z) 


dz 


(.-r)y 


et  comme,  par  hypothèse,  la  première  partie  de  l'élément  différentiel 
est  finie  le  long  du  contour,  cette  nouvelle  intégrale  est  finie  en  même 
temps  que  l'intégrale 


XI 


dz 


{z-c)^ 


qui  est  finie  puisque  y  <C  i  • 

Le  produit  ii''a'^^r\  tend  donc  vers  zéro  avec  M,  lorsque  n  croît  indé- 
finiment. G.    Q.    F.    D. 

Troisième  cas.  —  Le  contour  d'intégration  s'étend  à  l'infini,  et  l'on 
peut  trouver  un  nombre  positif/?  tel  que  ^$(z)  ne  dépasse  pas  un 
nombre  fixe  le  long  du  contour.  On  a  identiquement 
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/  Cl\  '*~P~' 

Appelons  M  le  module  maximum  de  fi''i  -  )  le  long  du  contour, 


module  qui  tend  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment  puisque 
p  est  fixe;  on  peut  écrire  comme  plus  haut 


n^l^^"-'- 


\^) 


Ma, 


X  étant  de  module  au  plus  égal  à  l'unité.  Il  en  résulte 


Le  module  de  l'intégrale  qui  figure  dans  le  second  membre  est  infé- 
rieur à 


£ 


A 


zP 


et  comme,  par  hypothèse,  la  première  partie  de  l'élément  différentiel 
est  finie  le  long  du  contour,  cette  nouvelle  intégrale  est  finie  comme 


l'intégrale 


X 


dz 


Le  produit  n'''a"ri  tend  donc  encore  vers  zéro  avec  M,  lorsque  n 
croît  indéfiniment.  c.  q.  f.  d. 

Le  cas  général  où  le  contour  passe  par  plusieurs  infinis  de  ^(z)  et 
s'étend  à  l'infini  se  ramène  aux  trois  cas  qui  viennent  d'être  examinés 
en  fractionnant  le  contour. 


II. 


<I>(;)-^  prises  le  long  d'un  contour 
de  troisième  espèce. 


Tin  ~/i) 


5.   Lemme  J.  —  Le  rapport  jr- r^i  oà  Y  représente  la  fonction 

eulérienne  de  deuxième  espèce,  h  un  nombre  fini  quelconque  et  n  un 
nombre  positif  très  grand,  est  de  l'ordre  de—^:^- 
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Cette  proposition  résulte  de  ce  que  le  produit 


(3)  u„=  n 


r(«  +  i: 


tend  vers  une  limite  finie  et  déterminée  lorsque  n  augmente  indéfini- 
ment. On  peut  l'établir  en  prenant  pour  point  de  départ  l'expression 
approchée  de  Stirling;  en  voici  une  démonstration  directe  (')  : 
Appelons  v  l'entier  contenu  dans  n  et  posons 

/i  =  V  H-  X, 

«•'  =  (^  +  ^)      TvTITTT- 

Si  Ton  donne  à  v  une  valeur  entière  finie  p  supérieure  à  A,  u^  est  une 
quantité  finie  et  non  nulle.  Gela  étant,  on  a,  d'après  une  propriété  fon- 
damentale de  la  fonction  F, 


U 


l-\ 


I ^  I 


Remplaçant  dans  cette  identité  v  successivement  par  ^,  ^  h-  i,  . . .  v, 
et  ajoutant  membre  à  membre  après  avoir  pris  les  logarithmes  népé- 
riens, il  vient 

rr  =  v 

Logi^=  Logi/,.4-  2  [Log(i  -  ^^)  -  {h  -h  r)Log(i  -  ^^)]- 

Lorsque  v  augmente  indéfiniment,  la  somme  écrite  au  second 
membre  devient  une   série   absolument   convergente,   car  le   terme 

général  multiplié  par  gt*  a  une  limite  finie ^• 

LogM^  étant  fini,  Logw,,  tend  vers  une  limite  finie  et  w^,  ou  le  se- 
cond membre  de  la  formule  (3),  vers  une  limite  finie  et  différente  de 

zéro.  G.   Q.   F.  D. 


(*)  Je  n'insiste  sur  cette  proposition  connue  qu'à  cause  de  son  extrême  im- 
portance pour  ce  qui  va  suivre.  Au  sujet  de  cette  proposition,  voir  Baillaud, 
Cours  d'Astronomie  à  l'usage  des  étudiants  de  la  Faculté  des  Sciences,  t.  1, 
p.  5  et  6).  —  Voir  aussi  de  Saint-Geumain,  Bulletin  des  Sciences  mathéma- 
tiques, i8go,  i"=  Partie,  p.  212. 
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Lemme  II.  —   Considérons  une  droite  indéfinie  ah  partant  d'un 
point  a  et  située  sur  le  prolongement  de  Oa.  U intégrale 


(4) 


I 


^/(^ 


'^    dz 

T«Tî 


prise  le  long  du  chemin  ab^  dans  laquelle  h  est  un  nombre  supé- 


Fig.  3. 


rieur  à  —  i  et  n  un  nombre  entier  ou  fractionnaire  supérieur  à  h^ 
a  pour  valeur 


(5) 


y  _  _i_  r(A-+-i)r(/i  — A) 


a' 


r(«  +  i) 


On  suppose  d'ailleurs  que  la  détermination  du  binôme  (  -  —  i 

qui  figure  sous  le  signe  /  est  celle  qui  est  réelle  et  positive  le  long  de  ab. 

En  elTet,  le  long  de  ab^  -  est  réel  et  compris  entre  i  etoo;  on  peut 
poser,  en  appelant  t  une  variable  réelle  comprise  entre  i  et  o, 


a 


a         t 


I      =     -  -  I 


(  -  —  I  j  étant  réel  et  positif.  Cela  étant,  Tintégrale  proposée  devient, 
en  prenant  t  comme  variaole, 

l  =  irj\^-fYt"-'-'dt. 
Or,  l'intégrale  qui  ligure  dans  le  second  membre  esl  une  intégrale 
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culérienne  de  première  espèce,  qui  a  pour  valeur 


r(«-i-i) 


Notre  proposition  est  donc  démontrée. 


Prenons  sur  ab  {fig.  3)  un  point  d  à  une  distance  de  a  finie  d'ailleurs 
aussi  petite  qu'on  veut. 

Le  chemin  db  prolongé  à  l'infini  étant  de  seconde  espèce  par  rap- 
port au  point  a,  on  peut  écrire,  en  vertu  du  théorème  I, 

(ad)  =  {ab)  -h  y] 
ou 

,    ,s       T  r(A  +  i)r(«  — A) 

{ad)  =  — p,       '    , +  Y), 

^        -^         a"  1  (//.  H-  i)  ' 

le  produit  n'^a'^y]  tendant  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment, 
quel  que  soit  le  nombre  fixe  q. 

De  là  il  résulte  que  le  produit  a'^n^'*'^{ad)  a  même  limite  que  le 
produit  a'^?i*'^''{ab)  qui,  d'après  le  lemme  I,  tend  vers  une  limite  finie 
et  différente  de  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment. 

Remarque.  —  Appelons  co  l'argument  de  «,  R  son  module,  /  la 
longueur  ad.  On  peut  poser,  le  long  de  ad., 

X  étant  une  variable  réelle  comprise  entre  o  et  /.  L'argument  de  (  -  —  i  ) 

le  long  de  ad  étant  nul,  l'intégrale  {ad)  devient,  en  prenant  x  pour 
variable  d'intégration, 


X 


{^d)=^  ^__^^. 


On  en  tire 


X 


a'n'*\ad)  =  R''«-*  /     -^^^fj-^^,U. 
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Le  premier  membre  tendant  vers  une  limite  lorsque  n  augmente 
indéfiniment,  il  en  est  de  même  du  produit 


./ 


X 


h. 


R«,i*^^  /  v^'         dx. 


L'intégrale  qui  y  figure  est  donc,  pour  n  très  grand,   de  Tordre 


de  ïT- 


C'est  là  un  point  essentiel. 

Lemme  IIL  —  Uinté ivraie 

l=ff{z)dz, 

m 

prise  le  long  d'un  chemin  AA',  peut  s'écrire 

I  =  XarcAA'/(^), 

X  étant  un  facteur  de  module  inférieur  à  i,  arc  A  A'  la  longueur  du 
chemin  d'intégration  et  ^  l'ajflxe  d'un  point  de  ce  contour. 

De  cette  proposition  bien  connue,  due  à  M.  Darboux,  il  résulte 
que  l'intégrale 

I  =/*(--)  ^^' 

prise  le  long  d'un   arc  de  cercle  ABC  décrit  d'un  point  a  comme 

Fig.  4. 
C 

B 


centre  avec  un  rayon  infiniment  petit,  est  infiniment  petite,  si  Ton 
peut  trouver  un  nombre  A'  inférieur  à  i ,  tel  que  le  module  du  pro- 
duit (  -  —  '  )  ^K^)  "^  dépasse  pas  un  nombre  fixe  lors(|ue  ::  est  infini- 
ment voisin  de  a. 


SLii  l'aim'kûxi.mation   des   fonctions   uk   c;h\nj)s   nomhkes. 
En  effet,  posons 

•  (;:-.,)V.)  =  <!.,(.). 

On  peut  écrire 


21 


OU 


•J-N    \« 


-/, 


I  =  X(arcABC)^I>,(^)-^^ 
En  appelant  /•  le  rayon  de  la  circonférence  et  R  le  module  de  a,  on  a 


lXarc(ABC)|<27rr, 
On  peut  donc  écrire 


\a          ) 

-/.• 

£h-i-1 

< 


-+-1 


IK27I    '^l'-;"  ,|.l.,(^)l; 


I  —  A-  étant  positif,  on  peut  toujours  prendre  /•  assez  petit  pour  que, 
quelle  que  soit  la  valeur  donnée  à  /z,  [  1 1  soit  inférieur  à  toute  quantité 
donnée.  1 1 1  tend  donc  vers  zéro  lorsque  /•  tend  vers  zéro.        c.  q.  f.  d. 

Lemme  IY.  —   Appelons  h  une  quantité  plus   grande  que   —  i , 
n  un  nombre  supérieur  à  Ji^  et  considérons  l'intégrale 


I 


-/(^-r^ 


prise  le  long  d'un  chemin  ah  {Jig.  b)  de  t/^oisième  espèce  par  rap- 
port au  point  a,  dont  l'extrémité  b  est  à  l'infini.  Admettons  que  la 

détermination  de  i-  —  i\  figurant  sous  le  signe  j  soit  celle  qui  est 

réelle  et  positive  le  long  du  prolongement,  au  delà  de  a,  du  seg- 
ment de  droite  joignant  l'origine  au  point  a. 

Dans  ces  conditions ,  si  l'intégration  paît  du  point  a,  on  a 


(6) 


j_  _i_  r(/i  +  i)r(«-/o 


a" 


r(n  +  i) 
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En  effet,  menons  suivant  le  prolongement  de  Oa  une  droite  indé- 
finie ab^  et  décrivons  :  i^  de  l'origine  comme  centre,  un  arc  de  cercle  hb^ 
de  rayon  infini;  2°  du  pointa  comme  centre,  avec  un  rayon  infiniment 
petit,  l'arc  de  cercle  cc^. 

On  peut  écrire 

en  convenant,  suivant  l'usage,  de  représenter  l'intégrale  proposée  prise 

Fig.  5. 


le  long'  d'un  certain  chemin  par  ce  chemin  écrit  entre  parenthèses. 
D'après  le  lemme  III,  l'intégrale  (ce,)  est  infiniment  petite. 

Ainsi,  en  faisant  tendre  vers  zéro  le  rayon  de  l'arc  cc^,  l'équation  (7) 
devient 


(8) 


(ab)  =  {ab,)  +  {bj>). 


L'intégrale  {bb^)  est  nulle,  car  en  appelant,  comme  ci-dessus,  À  un 
facteur  convenable,  de  module  inférieur  à  i,  et  H  l'affixc  d'un  point 
particulier  du  chemin  d'intégration,  on  a 


\  /( 


Or,  en  appelant  p  le  rayon  avec  lequel  a  été  décrit  l'arc  />/>,,  on  a 


i-, 

a 


'ffi-t-i 


1  II    II  -\ 
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On  peut  donc  écrire 


/'     I 


o"-/' 


Lorsque    p    augmente   indéfiniment,    -  tend    vers    zéro;    le    fac- 


teur 


h 


reste   fini   et  le   facteur  — — r   tend   vers   zéro.    L'inté- 


I        I 
grale  {hj)^  tend  donc  vers  zéro  et  Fégalité  (8)  se  réduit  à 


p«-A 


(9)  {ab)  =  {ah,). 


L'arg'ument  de  (  -  —  i  j  le  long-  de  ab^  étant  nul,  l'ég-alité  (9) 
donne,  d'après  le  lemme  II, 

.  j.       I  r(/i  +  i)r(«  — A) 

iao)  =  — =- ■ C.  Q.  F.  D. 

^       ^        rt"  1  (  /?  + 1  )  ^ 

Corollaire.  —  Si  V extrémité  b  du  contour  est  à  une  distance  de  a 
finie ,  on  peut  écrire 

,      X  ri     V{k  +  i)V{n-Ji) 

('^)  ^  =  7^ îvTT) ■+^' 

le  produit  n'^aP-r\  tendant  tiers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfini- 
ment, quel  que  soit  le  nombre  fixe  q. 

C'est  ce  qui  résulte  du  lliéorème  I.  On  passe  effectivement  du  cas 
actuel  au  cas  où  b  est  à  Finfini,  en  ajoutant  au  chemin  d'intégration 
donné  un  contour  de  seconde  espèce  par  rapport  au  point  a. 

Lemme  Y.  —  Soient  f{x)  une  fonction  imaginaire  d'une  variable 
réelle  x^  et  F(x)  une  fonction  réelle  de  x  qui  ne  change  pas  de 
signe  lorsque  x  reste  compris  entre  a.  et  ^'^  on  a 

(11)  f  V{x)f{x)dx  =  \f{^)f  ¥{x)dx, 

X  étant  un  facteur  de  module  inférieur  à  i,  et  ^  une  valeur  de  x 
comprise  entre  a  et  ^. 
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Cette  proposition,  découverte  par  M.  Darboux  ('),  est  entièrement 
générale  et  s'applique  du  moment  où  les  intégrales 

,3  .? 

/    ¥{x)f{x)dx     et      /    ¥{x)dx 

^  a.  *^a 

sont  finies. 

Lemme  YI.  —  Considérons  l'intégrale 

(.2)  i=/(i-iyH.-)^, 

prise  le  long  d'un  chemin  ab  {Jîg.  6)  de  troisième  espèce  par  rap- 
port au  point  a,  1i  étant  un  nombre  supérieur  à  —  i  et  'i^(^z)  une 
fonction  finie  ou  quasi  finie  de  z  le  long  du  contour  d'intégration 

(n°l). 

Supposons  :  i°  que  les  singularités  de  cette  fonction  soient  à  une 
dislance  du  point  a  supérieuî^e  à  une  longueur  finie  p  ;  2°  que  '\'(a) 
soit  finie,  le  point  a  pouvant  d'ailleurs  être  un  point  singulier  de 
'^{z).  Dans  ces  conditions,  le  produit  R" /i '■*'''' 1 1  ] ,  où,  R  =  |a|,  ne 
dépasse  pas  un  nombre  fixe  lorsque  n  croit  indéfiniment. 

En  eff'el,  prenons  un  point  D,  sur  le  contour  ab^  à  la  distance  p  du 
point  a. 

Décrivons  du  point  a  comme  centre  :  i**  un  arc  de  cercle  DC,  limité 
d'une  part  au  point  D  et  d'autre  part  en  G,  à  la  droite  Oa  prolongée; 
2°  un  arc  de  cercle  a' a!'  avec  un  rayon  infiniment  petit. 

D'après  les  hypothèses  faites,  les  singularités  de  '^(^)  sont  exté- 
rieures à  l'aire  Ca'a"D.  Il  en  résulte  que  le  chemin  a"D  peut  être 
remplacé  par  le  chemin  a'a'GD. 

Ainsi  on  peut  écrire 

(^a"b)  =  {a" a')  4-  (a'G)  4-  (GD)  +  (D/>). 


(')  Dauboux,  Journal  de  Matkéniali'jues,   1876.   —    Voir  aussi  1*^.   Pk:ard. 
TraiLé  d'Analyse,  1™  édition,  t.  1,  p.  30. 
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Les  chemins  CD,  D  h  sont  de  seconde  espèce  par  rapport  au  point  a, 
en  sorte  qu'en  désignant  par  y]  la  somme  (CD)  +  (Dè),  le  pro- 
duit /z'î'R"y]  tend  vers  zéro,  en  vertu  du  théorème  I,  lorsque  n  aug- 
mente indéfiniment,  q  désignant  un  nombre  fixe  quelconque. 


Fig.  6. 


Quant  à  l'intégrale  {a"a')^  elle  est  infiniment  petite,  comme  on  l'a 
établi  au  lemme  III. 

Ainsi  on  peut  écrire,  en  faisant  tendre  vers  zéro  le  rayon  de  l'axe  a" a', 

{ah)  =  {aC)  4-  •/]. 


Appelons  w  et  R  l'argument  et  le  module  de  a;  on  peut  faire  le  long 
de  aC 

X  étant  une  variable  réelle  comprise  entre  o  et  /  =  aC  On  a  aussi  le 
long  de  aC 


a 


r)' 


rr  ]   étant  positif  et  réel. 
En  prenant  x  comme  variable  d'intégration,  l'intégrale  (aC)  devient 


{aù)  = 


\  /' 


^) 


—  ^(a-f-x-E-)c^a.  +  y]. 


La  fonction 


(K  +  ^)' 


-  est  positive  ;  on  peut  donc,  d'après  le  lemme  V, 
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faire  sortir  la  fonction  ']j  du  signe  /  et  prendre  comme  valeur  de  lin- 
tégrale  (12) 


(i3)  (ab)  =  ma  -+-  lE'-)^,  /     -^-J—^dx  -+-  q 


^0 


X  étant  un  facteur  de  module  inférieur  à  i  et  ^  l'affixe  d'un  point  de  aC. 
Or  Tintégrale  qui  figure  dans  le  second  membre  de  cette  égalité 
(lemmc  11)  est  telle  que  son  produit  par  R"/^'"^'''  reste  fini  lorsque  n 
augmente  indéfiniment. 

La  proposition  à  démontrer  résulte  immédiatement  de  cette  pro- 
priété puisque  la  fonction  -j/  est  finie  et  que  le  produit  I{"n*^''r^  tend 
vers  zéro  lorsque  fi  augmente  indéfiniment. 

Théorème  II.  —  Soient  ii  un  nomJ>re  positif  très  grand,  entier  ou 
fractionnaire,  et  F(^)  une  fonction  indépendante  de  n.  Considé- 
7'ons  l'intégrale 

(•4)  M  =  /"F(.-):^, 

pj'ise  le  long  d'un  contour  C  de  troisième  espèce  par  rapport  à  un 
point  d'affixe  a.  Cette  intégrale  étant  supposée  finie,  admettons 
que  a  soit  séparé  des  singularités  de  F(s)  et  de  l'origine  par  des 
espaces  finis.  Admettons,  en  outre,  qu'on  puisse  écrire  dans  le 
domaine  de  a 


I       '  + 


la  fonction  ']^(z)  étant  finie  dans  le  domaine  de  a-^  A,,  Ao,  ...,  A^ 
désignant  des  constantes,  a,,  a^,  . . .,  a  des  nombres  entiers  ou  frac- 
tionnaires vérifiant  les  inégalités 

-  I  <  a,  <  a. <  a,<  . . .  <  a/,<  a. 
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Dans  ces  conditions,  si  Von  pose 

.-f- A„(-  —  I 

a 


(,6)     F,(.)  =  A,(^-.j   +A,^^-, 
et 

n  =  /'f,(.-)^, 

V intégrale  étant  prise  le  long  du  contour  C,  le  produit 

R'»/i*+«(M-  N) 

n  augmente  pas  indéfiniment  avec  n. 

On  a  en  effet,  identiquement, 

M -N  = /■[?(.-) -F.(--)]:è- 
Figurons  le  chemin  C  et  prenons  sur  ce  chemin  un  point  b'  assez 


près  du  point  a  pour  que  l'expression  (i5)  de  F(^)  soit  valable  tout 
le  long-  de  l'arc  ab' .  On  peut  écrire 


(17) 


U-^=^{ab')  +  {b'b). 


Le  chemin  b' b  est  de  seconde  espèce  par  rapport  au  point  a\  dési- 
gnons par  '(]  l'intégrale  (b'b).  On  sait,  en  vertu  du  théorème  I,  que  le 
produit  a'^n^f]'  tend  vers  zéro  lorsque  71  augmente  indéfiniment,  quel 
que  soit  le  nombre  fixe  q. 

Or,  en  remplaçant  dans  l'intégrale  (al/)  la  différence  F(j)  —  F,(;:) 
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par  sa  valeur  tirée  des  équations  (i5)  et  (i6),  on  a 


d'où 


M  —  i\  —  \     I I  1  '4;  (:;  )  —.  -h  r^ , 


Lorsque  /i  augmente  indéiininient,  aJ^n^^^r[  tend  vers  zéro, 
et  aP-n''^'^  /     (  -  —  i  j  'j'(^)  reste  fini  d'après  le  lemme  VI.     c.  o.  f.  d. 

5.  Evaluation  approchék  de  l'intégrale  (i4)'  —  Nous  suppose- 
rons essentiellement,  pour  l'application  de  ce  théorème,  que  les  con- 
stantes A,,  Ao,  . . .,  A,,  ont  été  choisies  de  façon  que  les  déterminations 

des  binômes  (  -  —  i  j  ',  (-  —  i  j  ',  . . .,  figurant  dans  le  développe- 
ment (i5)  de  F(-),  soient  celles  qui  sont  réelles  et  positives  pour  les 
points  z  situés  sur  le  prolongement,  au  delà  de  «,  du  segment  de 
droite  allant  de  l'origine  à  ce  point  a.  Posons 

/  n\                      V       '  r(a/,+ i)r(«  — «/,) 
v^^)  ^^=^^ ïvTT) ' 

on  a,  d'après  le  lemme  IV, 

(■9)  l{^-^f~  =  ^.-^■'^., 

le  produit  a!^ ii^'^''r^,^  tendant  vers  zéro  lorsque  //  augmente  indéfi- 
niment. 

Le  théorème  II  donne 

M  =  N  4-  N', 

le  produit  <2"//'"*""N'  n'augmentant  pas  indélinimcnl  avec  n,  et 


H-  A„  /     I l  '"'' 


H-(-l 
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On  peut  écrire,  d'après  la  formule  (i<)), 

N  =  A ,V,  +  A,V,  +. . .+  A,,V/,+  •/], 

en  posant 

y]  =  A  ,•/],  +  A,  •/].  +  ...  +  \j,-q,>  ; 

et  comme  A,,  A.^,  . . .,  A^  sont  des  constantes  finies,  le  produit  «"/i'^*y] 
tend  vers  zéro  lorsque  n  aug'inente  indéfiniment. 
Ainsi  on  peut  écrire 

(20)  M  =  A,V,  +  A,V,  +  A.Y^  +. . .+  A,,V,,+  N;, 

le  produit  a"/ï^'^*N',  n'augmentant  pas  indéfiniment  avec  Ji.  D'après  le 
lemme  II,  V,  est,  pour  n  très  «rand,  de  l'ordre  de  — -  — ; — ,  V.,  de 

l'ordre  de r-— ? M  se  trouve  donc  décomposé  en  un  nombre  fini 

a"-  /r+*^  ^ 

de  termes  qui  décroissent  de  telle  sorte  que  le  rapport  d'un  terme  au 
précédent  tend  vers  zéro  en  même  temps  que  -• 

On  voit  aussi  qu'en  prenant  A,V,  comme  valeur  approchée  de  M, 
on  commet  une  erreur  de  l'ordre  de j:;:^-  On  peut  écrire 


a„  n' 


M  =  A,V,(i+£,), 

£,  étant  infiniment  petit,  de  l'ordre  de  — ; — — • 

Si  l'on  prend  A,V,  +  AoVo  comme  valeur  approchée  de  M,   on 
commet  une  erreur  de  l'ordre  de  — -    ,^„  :  on  peut  écrire 


a"  n' 


M  =  (A,V,-f-A,V,)(i  +  £3), 

£3  étant  infiniment  petit,  de  l'ordre  de    ^  _^  • 

Etc. 

L'erreur  commise  en  prenant  pour  M  sa  valeur  approchée,  lorsque  n 
est  très  grand,  est  d'autant  plus  petite  que  le  nombre  des  termes  pris 
dans  le  second  nombre  de  l'équation  (20)  est  plus  considérable- 


» 
I 
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Si  l'on  veut  avoir  l'expression  de  M  développée  suivant  les  puis- 
sances descendantes  de  n,  il  restera  à  faire  usage  de  la  formule  de 
Stirling.  Nous  établirons  plus  loin  directement  [formule  (5i)]  l'expres- 
sion très  commode  pour  cet  usage, 

T{n  +  p)  =  v^E-/^""''"^j  .  -+-  T^fi  +  ^p{p  -  i)](i  +  0|, 

dans  laquelle  E  désigne  la  base  des  logarithmes  népériens,  p  un 
nombre  fini,  n  un  grand  nombre  et  £  une  quantité  de  Tordre  de  -> 
c'esl-à-dire  telle  que  iiz  tend  vers  une  limite  pour  //  =  oc. 


§  III- 

/^  - 
*^(^)z7rTT  prises  le  long  d'un  contour 

de  première  espèce. 


(>.  Lemme  vit.  —  //'m/e'o'/'a/t^ 


-\>'      ri- 
I 


a  I      -"-^^ 


prise  le  long  d'un  contour  ABC   de  première  espèce  par  rapport 
au  point  «,  doîit  les  extrémités  A,  C  sont  à  Vinfini,  a  pour  valeur 

/      \  T  —  -1  Y{n  —  /i) 

y'^^)  a"  T{-/i)T(n  +  iy 

n  désignant  un  nombre  quelconque  supérieur  à  h. 

On  suppose  :  i"  que  la  variable  en  cheminant  s'ur  le  contour  d'inté- 
gration tourne  autour  du  j)oint  a  dans  le  sens  des  arguments  décrois- 
sants; 2°  que  la  détermination  du  binôme  (  i —  -j    qui  figure  dans 

l'élément  différentiel  de  l'intégrale  proposée  est  celle  qui  est  réelle  et 
positive  le  long  du  segment  de  droite  joignant  l'origine  au  point  a. 

1°  Supposons  ///>  —  I . 

Prenons  sur  la  branche  BC  du  contour  un  point  (jueJconquo  H,  plus 
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éloigné  de  Forigine  que  le  point  a,  et  menons  la  droite  Ha.  Prenons  de 
même  sur  la  branche  BA  un  point  D,  plus  éloigné  de  l'origine  que  le 


Fig.  8. 


point  a,  et  menons  la  droite  aD.  Du  point  a  comme  centre  décrivons, 
avec  un  rayon  infiniment  petit,  l'arc  de  cercle  EFG  limité  aux 
droites  «D,  aH.  ' 

Le  chemin  DEFGH  est  équivalent,  pour  l'intégrale  proposée,  au 
chemin  DBH.  On  peut  donc  écrire 

(ABC)  =  (ADE)  +  (EFG)  +  (GHC). 

L'intégrale  (EFG)  peut  devenir  plus  petite  que  toute  quantité 
donnée,  en  prenant  le  rayon  de  la  circonférence  assez  petit,  comme 
nous  l'avons  .'déjà  établi  à  propos  du  lemme  IIL  En  faisant  tendre  r 
vers  zéro,  il  vient  donc 

(AB€)=:(aHC)-(aDA). 


Or,  étant  donné  que  la  détermination  de  (  i  —  -  j  >  qui  rentre  sous 

le  signe  /  de  l'intégrale  proposée,  est  celle  dont  l'argument  est  nul  le 
long  de  0«,  on  peut  écrire 


(«DA)=^    Ç   [-  - 


'^    dz 


-H-l-1 


Journ.  de  Math.  (6«  série),  tome  IV.  —  Fasc.    III,  1908. 
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la  détermination  de(-  —  i]    qui  figure  sous  les  signes /étant  celle 

dont  l'argument  est  nul  le  long  du  chemin  rectiligne  ab  situé  dans  le 
prolongement  de  Oa.  Il  en  résulte,  en  vertu  du  lemme  IV, 

(^^^^)  =  ^I^^' r(«  +  i) ' 

^  ^         7.171  a"  1  («  +  i) 

/Ar)/^\              sin/iTT  r(A  +  i)  r(/i  — /O 
(  AdL.)  = yT, ^^ 


Tenant  compte  de  la  relation  connue 

r(-A)r(,+A)  =  --^^, 

on  tombe  sur  le  résultat  qu'il  fallait  établir. 

1°  h  est  inférieur  à  —  i . 

Il  suffit  d'établir  que  le  théorème,  supposé  vrai  pour  A,  a  encore  lieu 
lorsqu'on  remplace  h  par  h  —  i. 
De  l'identité 


dz      ."^-      =-(^^  +  ^)-7^ ^ 

on  tire 


"'      rf,= ?^    V__^    _„ii^   /  V^^rf,. 


Les  limites  du  contour  étant  à  riiifini,  la  partie  (ABC)  intégrée  dis- 
paraît puisque  II  >  li\  il  reste 

Iz  =  —  a  —,  -   ^^     /     ^ — ..  ./    dz 


iiTi  ,1  s""^'  "  h       i-ir^ 
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OU,  d'après  la  formule  (21), 

-\h-\ 


ce  qui  devient,  d'après  l'une  des  propriétés  fondamentales  de  la  fonc- 
tion r, 

I       r[«-(/^-i)] 


liTzJ        i"+'  ««  r[— (A— I)]  r(/t  +  i) 

C.    Q.    F.     D. 

Corollaire.  —  Si  les  extrémités  A^d  du  contour  sont  à  distance 
finie  de  l'origine,  on  a 

y  I  \{n  —  A  ) 

le  produit  n'^a"'f\  tendant  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfini- 
ment, quelque  soit  le  nombre  fixe  q. 

C'est  ce  qui  résulte  du  lemme  IT.  On  passe  effectivement  du  cas 
actuel  au  cas  où  les  extrémités  du  contour  sont  à  l'infini  en  ajoutant, 
au  chemin  d'intégration  donné,  des  contours  de  seconde  espèce,  par 
rapport  au  point  a,  joignant  les  points  A  et  C  à  l'infini. 

Lemme  VIII.  —  Considérons  l'intégrale 


i=/<i'i-^)^ 


+  1 


prise  le  long  d'un  chemin  ABC^DE  {Jig.  9)  de  première  espèce 
relativement  à  un  certain  nombre  de  points  singuliers  de  $(^), 
n  désignant  un  nombre  positif. 

Cette  intégrale  étant  supposée  finie  lorsque  n  est  fini,  appelons 
a  Vajffixe  de  celui  des  points  singuliers  de  $(s)  qui  approche  le 
plus  de  l'origine  et  posons  H  =  |  a  |. 

Admettons  :  1°  que  a  soit  sépai'é  des  autres  points  singuliers  et  de 
r  origine  pur  des  espaces  jinis;  2"  que  si  la  fonction  *^(^z^  est  infinie 
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pour  z^=.  a  cet  infini  est  d'ordre  inférieur  à  l'unité;  3°  gue  si  le 
contour  rencontre  une  ou  plusieurs  singularités  de  ^(z)  ces  singu- 
larités sont  plus  éloignées  de  l'origine  que  le  point  a.  Dans  ces 


F'g-  9- 


conditions,  on  peut  remplacer  le  contour  d'intégration  donné  par 
deux  chemins  de  troisième  espèce,  par  rapport  au  point  a,  à  la 
condition  d'ajouter  au  résultat  obtenu  une  quantité  yj  dont  le  pro- 
duit par  /z^R"  tend  vers  zéro,  quel  que  soit  le  nombre  fi,xe  q,  lorsque 
n  augmente  indéfiniment.  La  longueur  de  ces  chemins  de  troisième 
espèce  doit  être  finie,  mais  peut  être  prise  aussi  petite  que  l'on 
veut. 

En  effet,  sur  la  branche  CE  du  contour,  prenons  un  point  D  plus 
éloigné  de  l'origine  que  a  et  menons  la  droite  D«;  sur  la  branche  CA 
du  contour,  prenons  un  point  B  plus  éloigné  de  l'origine  que  a  et 
menons  la  droite  Ba.  Du  point  a  comme  centre,  avec  un  rayon  infi- 
niment petit,  décrivons  un  arc  de  cercle  GHK  limité  aux  droites 
aB,  «D. 

D'après  l'hypothèse,  on  peut  choisir  les  points  D  ;;t  B  de  telle 
sorte  que  les  singularités  de  la  fonction  *^Çz)  soient  cxlérieurcs  au 
contour  BCI)KH(jB.  On  peut  donc  remplacer  la  partie  BCD  du 
contour  donné  par  le  chemin  B(illKI). 

Prenons  sur  oB  un  point  B,  quelconque,  à  dislance  liniedeor,  suraD 
un  point  D<  quelconque  à  dislance  finie  de  a.  Ces  points  B,  et  D,  sont 
plus  éloignés  de  l'origine  que  le  point  a. 

Cela  élanl,  on  peut  écrire 

(AB(:Dh:)  =  (ABB,)-h(iî,(;)  +  ((;ilK)4-(kD,)-h(D,DE). 
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Les  chemins  ABB,,  D,DE  sont  de  deuxième  espèce  par  rapport  au 
point  a.  On  peut  donc,  d'après  le  lemme  11,  représenter  la  somme 

(ABB,)  +  (D,DE) 

par  Y]  le  produit  a''\\"f\  tendant  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfi- 
niment. 

Quant  à  l'intégrale  (GHK),  elle  est  infiniment  petite,  conmie  on 
l'a  établi  à  propos  du  lemme  III. 

Ainsi,  en  faisant  tendre  vers  zéro  le  rayon  de  la  circonférence  GHK, 
il  vient 

(ABCDE)  =  (B,«)  +  (aD,)-i-  y]- 

C,    Q.     F.    D. 

Remarque.  —  Les  points  D,  et  B,  étant  plus  éloignés  de  l'origine 
que  a,  on  peut  relier  ces  deux  points  par  un  chemin  S  de  seconde 
espèce  par  rapport  au  point  a.  Il  en  résulte,  d'après  le  théorème  I, 
qu'on  peut  écrire,  si  ^{z)  est  une  fonction  holomorphe  dans  le  voisi- 
nage du  point  a, 

le  produit  //^R"y]'  tendant  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment, 
quel  que  soit  le  nombre  fixe  q. 

Le  chemin  S  est  effectivement  équivalent  au  chemin  B,  aD,  pour 

l'intégrale  y'(ï>(z)^. 

7.  Théorème  III.  —  Soit  n  un  nornhre  positif  très  grand,  entier 
ou  fractionnaire.  Considérons  V intégrale 


(-)  ^=i^Xi^(--)^ 


dz 


prise  le  long  d'un  contour  C  de  première  espèce  par  rapport  à  un 
certain  nombre  de  points  singuliers  de  F  (s). 

Appelons  a  l'a  (fixe  de  celui  de  ces  points  singuliers  qui  approche 
le  plus  de  l'origine. 
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Supposons  que  ce  point  a  soit  séparé  des  autres  singularités 
de  y{z)  et  de  V origine  par  des  espaces  finis  et  que  le  contour  ne 
rencontre  aucune  singularité  de  F(s)  à  une  distance  de  l'origine 
inférieure  ou  égale  à\a\.  Admettons  en  outre  qu'on  puisse  écrire, 
dans  le  voisinage  de  a, 


(23) 


F(.)  =  9(z)  +  A,    .-^ 


la  fonction  cp  étant  holomorphe  et  la  fonction  '\  finie  dans  le  domaine 
de  a\  A,,A^,  .. .,  A^  désignant  des  constantes  ;  a,  un  nombre  supé- 
rieur à  —  i ,  vérifiant  les  inégalités 

a.  <  a,  <  a,  <. . . <  a^,<  a. 

Dans  ces  conditions,  si  l'on  pose 


(24)      F,(^)  =  A,(i-^)"  +  A,(. 


«i 


\  a. 


a 


+...+  A,(i    ;^"^ 


et 


N 


I  /*  T  ^     /  -     \        '^l^- 


l'intégrale  étant  prise  le  long  du  contour  C,  le  produit 

R«/2'+*(M  -  N) 

n'augmente  pas  indéfiniment  avec  /z,  en  faisant  1\  =  |  a  |. 

liCS  hinomes  aHectés  d'exposants  [)Ositifs  entiers  rentraiil  dans  la 
fonction  cp,  on  peut  faire  riiypotlièse  que  la  suite  a,,  a^,  ...,  a^,  ne 
contient  pas  d'entiers  positifs. 

Cela  étant,  considérons  la  différence 


(2:>) 


M 


,lz 


N  =  ;ki,i'''w  -'M^»i,;^ 
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Dans  le  voisinage  du  poinl  a  on  peut  écrire,  en  vertu  des  for- 
mules (22)  et  (23), 

(26)         F(.')  -  F.(^-)  =  ^{z)  +  (i  -  -^^¥zy 

Si  donc  la  fonction  F(:;)  —  F,(:j)  devient  infinie  pour  z  =  a,  cet 
infini  est  d'ordre  inférieur  à  l'unité,  puisque  a  >■  —  i .  On  peut  dès  lors, 
pour  évaluer  l'intégrale  (25),  remplacer  le  contour  C  par  deux  chemins 
de  troisième  espèce  par  rapport  au  pointa,  B,  a,  aD,  i^fig.  9),  comme 
il  a  été  dit  au  lemme  VÏII. 

La  longueur  de  ces  chemins  doit  être  finie,  mais  aussi  petite  qu'on 
veut;  on  doit  d'ailleurs  ajouter  au  résultat  obtenu  une  quantité  rj'  dont 
le  produit  par  R"/z^  tend  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment, 
quel  que  soit  le  nombre  fixe  q. 

Ainsi  on  peut  écrire 


M 


En  choisissant  les  longueurs  de  B,  a  et  de  aD,  de  façon  que  l'expres- 
sion (26)  soit  valable  le  long  de  ces  chemins,  on  aura 


M  -  N  = 


On  peut  remplacer  la  somme  des  intégrales  dont  l'élément  diffé- 
rentiel dépend  de  ©(z)  par  y]",  comme  on  l'a  fait  observer  à  la  fin  du 
lemme  VIII,  le  produit  /z^R^v]"  tendant  vers  zéro  lorsque  n  augmente 
indéfiniment,  quel  que  soit  le  nombre  fixe  q.  Il  vient  donc,  en  fai- 
sant Y)' H-  r{  ^  Y], 


M 


-"^^^u^-^r'^^^'^^^^xj^-^^^^^^^ 
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Le  théorème  qu'il  s'agit  de  démontrer  résulte  de  cette  égalité,  car  le 
produit  Ai' ■^°'R"  Y)  tend  vers  zéro  et  le  produit  par  «'"^R"  de  chacune 
des  intégrales  qui  figure  au  second  membre  n'augmente  pas  indéfi- 
ment  avec /?,  d'après  le  lemme  VI.  c.  q.  f.   d. 

Remarque.  —  Si  la  fonction  \(^z)  est  identiquement  nulle,  c'est- 
à-dire  si  l'expression  (22)  de  F(s)  se  termine  au  terme  en  [  i  —  -  j  ^, 

la  différence  M  —  N  se  réduit  à  v]  d'après  ce  qui  précède. 

On  voit  que  le  produit  R"aî^(M  —  N)  tend  alors  vers  zéro  lorsque 
n  augmente  indéfiniment,  quel  que  soit  le  nombre  fixe  q. 

Cette  circonstance  se  présente  notamment  lorsque  a  est  un  pôle 
deF(5). 

8.  Evaluation  approchée  de  l'intégrale  (22).  —  Le  théorème  qui 
précède  conduit  à  l'évaluation  approchée  de  rintégrale(22)  lorsque  n  est 
un  grand  nombre. 

Posons 

T    —  —  ^{n  —  ^h) 

h—  a-  !(-«;.)  r(n-t-i)' 

On  peut  écrire,  en  vertu  du  théorème  précédent, 

M  =  N  -  N', 
le  produit  R"/i''*"°'N' n'augmentant  pas  indéfiniment  avec  /?.  Or  on  a 

Supposons  le  sens  de  l'intégration  choisi  de  façon  que  la  variable,  en 
cheminant  sur  le  contour,  tourne  autour  du  point  a,  dans  le  sens  des 
arguments  décroissants.  Admettons  d'ailleurs  que  les  déterminations 

des  binômes  qui  figurent  sous  les  signes  /  dans  l'expression  de  N  soient 

celles  dont  les  arguments  sont  nuls  le  long  du  segment  de  droite  joi- 
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gnant  rorigirie  au  point  a.  Dans  ces  conditions  on  a,  d'après  le  corol- 
laire du  iemme  Vil, 


I        Cl  -\*s    d^  '-r 

J 


2'--'c 


le  produit  de  chacune  des  quantités  yj,,  yj^,  . . .,  y]^  par  R"/i''^"  tendant 
vers  zéro  en  même  temps  que  -•  Il  en  résulte 

N  =  A,T,  +  AiiT^-h  A3T3+. ..+  A/,T^+  yj, 

le  produit  R"/i'"^°'Y]  tendant  vers  zéro  en  même  temps  que  — 
Ainsi  on  peut  écrire 

(27)  M  =  A,T,  +  A,T,-f-A3T3  +  ...+  A^T,,+  N;, 

le  produit  R"/î''^°'N',  n'augmentant  pas  indéfiniment  avec  n. 

En  vertu  du  Iemme  I,  T,   est  de  l'ordre  de  7; r-:-,  pour  n  très 

grand,  To  de  l'ordre  de  r—  —[^:^^  etc.  M  se  trouve  donc  décomposé  en 
un  nombre  fini  de  termes  qui  décroissent  de  telle  sorte  que  le  rapport 
d'un  terme  au  précédent  tend  vers  zéro  en  même  temps  que  -• 

On  voit  ainsi  qu'en  prenant  A,T,  comme  valeur  approchée  de  M, 
on  commet  une  erreur  de  Tordre  de  t^ r—r--  On  peut  écrire 


£2  étant  infiniment  petit  de  l'ordre  de    ^  ^^  • 

Si  l'on  prend  A,T,-i-AoT2  comme  valeur  approchée  de  M,  on 

Journ.  de  Math,  [^à'  série),  tome  IV. —  Fasc.  HT.  1908.  J2 
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commet  une  erreur  de  l'ordre  de  ^ r^-  On  peut  écrire 

M=(A,T,  +  A,T,)(i  +  £3), 

£3  étant  infiniment  petit  de  l'ordre  de    a,-oi,'  ^^c- 

L'erreur  relative  commise  en  prenant  pour  M  sa  valeur  approchée, 
lorsque  n  est  un  grand  nombre,  est  d'autant  plus  petite  que  le  nombre 
de  termes  pris  dans  le  second  membre  de  Téqualion  (2';;)  est  plus  con- 
sidérable. 

Si  l'on  veut  développer  M  suivant  les  puissances  descendantes  de  n, 
il  convient  de  faire  usage  de  l'expression  de  T{n  H-  p)  donnée  à  la  fin 
du  n"  o,  formule  qui  sera  établie  plus  loin. 

Remorque.  —  En  général,  la  fonction  ^{z)  est  développable  en 

série  de  termes  composés  de  puissances  positives  de  f  i  —  -  )  •  On  peut, 

dans  cette  hypothèse,  accroître  à  volonté  l'exposant  a  et  diminuer 
autant  qu'il  est  nécessaire  l'erreur  relative  commise  lorsqu'on  prend  à 
la  place  de  M  son  expression  approchée. 

9.  GiiNÉRALisATiON.  —  Rcvenous  à  l'énoncé  du  théorème  III.  Il  peut 
se  faire  que,  parmi  les  points  singuliers  de  F(z)  par  rapport  aux- 
quels le  contour  est  de  première  espèce,  un  certain  nombre  de  ces 
points  a,  b,  ...  soient  équidistants  de  l'origine  el  en  même  temps  plus 
rapprochés  de  l'origine  que  tous  les  autres. 

Chacun  de  ces  points  a,  /*,...  apporte  alors  un  appointa  l'expression 
approchée  de  M. 

Considérons,  pour  simplifier,  le  cas  où  les  points  singuliers  particu- 
liers dont  il  est  question  se  réduisent  à  deux,  a  et  b.  Prenons  (ffg.  10) 
un  point  D,  plus  éloigné  de  l'origine  que  a  et  b,  et  joignons  ce  point  à 
un  point  B  du  contour  donné,  de  façon  que  le  chemin  DB  sépare  les 
points  a  et  ^  et  ne  rencontre  aucune  singularité  de  F(s),  ce  qui  est 
évidemment  possible  d'après  les  hypothèses  qui  ont  été  faites. 

On  a  identiquement 

(ABC)  =  (ABD)  +  (DBC). 
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Le  chemin  ABD  est  de  première  espèce  par  rapport  au  point  a  et  le 
chemin  DBC  de  première  espèce  par  rapport  au  j)oinl  b.  Les  inté- 
grales (ABD),  (DBC)  s'évaluent  donc  d'après  la  rèi;le  que  nous  avons 
déduite  du  théorème  IL 

Ainsi,  pour  obtenir  l'évaluation  approchée  de  M  il  faut  appliquer  la 

Fig.   10. 


règle  donnée  au  n"  8  à  chacun  des  points  singuliers  a,  6,  . . .  succes- 
sivement et  faire  la  somme  des  résultats  partiels. 

L'ordre  de  l'erreur  commise,  lorsqu'on  remplace  M  par  cette  expres- 
sion approchée,  est  égal  à  l'ordre  de  l'erreur  qu'apporte  avec  lui  le 
résultai  partiel  le  moins  approché. 

Le  théorème  III  comprend,  en  supposant  n  entier,  les  résultats  aux- 
quels est  arrivé  M.  Flamme,  dans  sa  thèse  de  doctorat,  par  des  consi- 
dérations entièrement  différentes. 


10.  De  ce  qui  précède  nous  allons  tirer  quelques  conséquences,  en 
supposant  n  entier. 

Supposons  que  l'intégrale  (2i>)  soit  prise,  dans  le  sens  direct,  le  long 
d'un  contour  fermé  C  (/Z^'.  f  i)  entourant  l'origine,  et  admettons  que 
la  fonction  F(-)  reprenne  sa  valeur  lorsque  la  varia Ide,  après  avoir 
décrit  le  contour  en  entier,  revient  au  point  de  départ.  Soil  a  l'affîxe 
du  point  singulier  de  F(:3)  extérieur  au  contour  C,  le  plus  rapproché 
de  l'origine. 

L'évaluation  approchée  de  i\I,  pour  n  très  grand,  s'obtient  en  appli- 
quant au  point  a  la  règle  exposée  au  n**  8. 

En  efl'et,  F(s)  reprenant  sa  valeur  lorsque  la  variable  décrit  le  con- 
tour C  en  entier,  ce  contour  peut  être  déformé  arbitrairement  à  con- 
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dition  de  ne  faire  traverser  au  contour  ni  Torigine  ni  aucun  point  sin- 
gulier de  F(z).  En  particulier,  on  peut  prendre  comme  nouveau  con- 
tour d'intégration  une  circonférence DEAB,  de  rayon  supérieur  à  |  a|, 
déformée  comme  il  est  indiqué  sur  la  figure  de  façon  à  laisser  le 
point  a  à  l'extérieur  du  contour.  Le  rayon  de  la  circonférence  doit 
d'ailleurs  être  choisi  de  façon  que  les  points  singuliers  de  F(-3),  plus 
éloignés  de  l'origine  que  <7,  soient  à  l'extérieur  du  nouveau  contour. 
En  prenant  comme  extrémités  du  contour  un  point  E,  A  sur  la  cir- 


I 


Fig.  ïx. 


conférence,  le  contour  ABDE  est  de  première  espèce,  par  rapport  au 
point  a.  La  règle  donnée  au  n°  8  est  donc  applicable.  c.  q.  f.  d. 

On  raisonnerait  de  la  même  façon  s'il  y  avait  à  l'extérieur  du  con- 
tour G  plusieurs  points  singuliers  de  F(z)  à  égale  distance  de  l'origine 
et  plus  rapprochés  de  ce  point  que  les  autres  singularités  de  F(s)  exté- 
rieures au  contour  C.  On  doit,  dans  ce  cas,  appliquer  la  règle  exposée 
aun°9. 

Supposons  en  particulier  que  F(^)  soit  développable  par  la  série  de 
Mac  Laurin  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  R  et  admettons  que  la 
convergence  du  développement  cesse  au  delà  de  ce  cercle  parce  que  la 
fonction  possède  sur  la  circonférence  un  ou  plusieurs  points  singuliers 
de  la  nature  de  ceux  qui  ont  été  considérés  jusqu'ici.  M  représente 
alors  le  coefficient  de  z"  dans  le  développement  de  F(s).  La  considé- 
ration des  singularités  dont  il  s'agit  pei'mel  d'obtenir  la  valeur  appro- 
chée de  ce  coefficient. 

C'est  cette  proposition  très  importante  que  M.  Darboux  a  établie 
dans  son  Mémoire  sur  l'approximation  des  fonctions  de  grands  nombres 
et  qu'il  a  a|)|)li(|uée  notamment  à  Tétude  des  polynômes  de  la  série 
hypergéométri(jue. 
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Si  la  fonction  F(z)  est  développable,  non  par  la  série  de  Mac 
Laiirin,  mais  par  la  série  de  Laurent  à  l'intérieur  d'une  couronne  circu- 
laire limitée  extérieurement  par  une  circonférence  de  rayon  R,  la  con- 
sidération des  points  sinj^uliers  situés  sur  cette  circonférence  permettra, 
comme  l'a  remarqué  M.  Flamme,  d'obtenir  la  valeur  approchée  du 
coefficient  de  s". 

Pour  obtenir  la  valeur  approchée  du  coefficient  de  —,  on  po- 
sera z=  -,  et  l'on  cherchera  la  valeur  approchée  du  coefficient  de  z'". 


§  IV. 
Évaluation  approchée  des  intégrales  de  la  forme  1=  1  f{u)(f'^{u)du. 

11.  Il  convient,  avant  d'étudier  l'intégrale  I,  de  rappeler  comment 
varie  le  module  d'une  fonction  cp  (u)  dans  le  voisinage  d'un  point  u=:c. 

Supposons  cette  fonction  holomorphe  autour  de  ce  point  et  non 
nulle  pour  u  ^  c. 

Lorsque  |cp'(c)|  ;>  o,  il  existe  une  droite  AB  {fig.  12)  passant  par  c 
et  divisant  le  plan  en  deux  régions  telles  que,  pour  les  valeurs  de  u 

Fie.  12. 


suffisamment  voisines  de  c,  |  ^(w)|  <[  |  fp(c)|  dans  une  des  régions,  et 
|(p(M)|>-|cp(c)|  dans  l'autre  région. 

Lorsque  cp'(c)  =  o,  il  existe  deux  droites  rectangulaires  AB,  DE 
passant  par  c  (Jig-  i3)  et  divisant  le  plan  en  quatre  régions  jouissant 
des  propriétés  suivantes  :  i"  dans  les  régions  comprises  à  l'intérieur  de 
deux  angles  opposés  par  le  sommet,  DcA,  BcE,  par  exemple,  et  pour 
des  valeurs  de  u  suffisamment  voisines  de  c,  on  a 

l?('OI>iî(c)h 
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2"  dans  les  régions  comprises  à  Tintérieur  des  deux  autres  angles  op- 
posés par  le  sommet,  on  a 

l9(")l<l?(c)|- 

Lorsque  <^(u)  n'est  pas  holomorphe,  mais  peut  se  mettre,  dans  le 
voisinage  de  c,  sous  la  forme 


(P(m)  =  (p(c)  + A,(w  —  i)*. -h  A2(w --  i)''^ 


(o<a,  <a,  ...), 


il  existe  autour  du  point  c  des  régions  dans  lesquelles  |(p(w)|>|9(c)| 
et  d'autres  régions  dans  lesquelles  |  9(w)  |  <^  |  ç(c)  |.  Nous  reviendrons 


Fig.  i3. 


sur  ce  point  un  peu  plus  loin.  Ce  qu'il  importe  de  retenir  pour  le 
moment,  c'est  que,  dans  le  voisinage  du  point  m  =  c,  on  peut  tracer 
des  chemins  partant  de  c  et  le  long  desquels  |cp(«)|<^|ç5(c)|. 


12.   Étant  données  deux  fonctions  f(u)  et  ^(w),  nous  allons  cher- 
cher l'expression  asymptotique  de  l'intégrale 


(28) 


l=ff{u)r(u)da 


dans  les  circonstances  suivantes  :  i"  le  chemin  d'intégration  S  =  c\ 
(/l'g-  i4)  est  limité  au  point  c;  2"  le  long  de  ce  chemin  |  ç/(m)|  est  infé- 
rieur à  |(p(6')|;  3°  n  est  un  nombre  positif  très  grand  entier  ou  fraction- 
naire; 4"  Ifi  variable  d'intégration  part  du  point  u  =  c  sur  le  contour. 

Posons 

I 


9(«)' 


(^9) 
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L'intégrale  proposée  (' )  se  change  en 

dz 


I 


=/F(.) 


-ra+î-' 


et  cette  nouvelle  intégrale  est  évidemment  égale  à  la  proposée  si  on  la 

Fig.  .4. 

A 


prend  le  long  d'un  chemin  d'intégration  S,  obtenu  en  faisant  corres- 
pondre, dans  le  plan  de  la  variable  z^  à  chaque  point  u  du  contour  pro- 
posé S  un  point  ayant  pour  affixe 


?(«) 


Le  long  du  chemin  S,  on  a   |  cp(M)|  <  |9(c)|;  on  voit  donc  que 
le  chemin  S,  part  du  point  z  =  — -—  et  que  tous  ses  points  sont  plus 

éloignés  de  l'origine  des  z  que  le  point  — — -•  Le  contour  S,  est  donc  de 

troisième  espèce  par  rapport  au  point  z 


9(c) 


Nous  sommes  ainsi 


ramenés,  pour  trouver  l'expression  asymptotique  de  l'intégrale  (28), 
à  appliquer  le  théorème  1  à  l'intégrale  (29),  ce  qui  nécessite  la  con- 
naissance du  développement  de  la  fonction  F(z)  dans  le  voisinage  du 

point  :;  = 


9(c) 


Premier  cas.  —  Les  fonctions  f{u)  et  ç(m)  sont  holomorphes,  dans 
le  voisinage  de  la  valeur  w  =  c,  et  c  est  racine  de  l'équation  cp'(w)  =  o. 

Nous  nous  appuierons  sur  un  résultat  concernant  la  série  de  La- 
grange  (^),  pour  obtenir  le  développement  de  F(z). 

(')  Ce  changement  de  variable  a  été  indiqué  par  M.  Flamme  {loc.  cit.)  à 
propos  de  l'intégrale  dont  il  sera  question  au  n°  13;  il  n'en  a  d'ailleurs  fait  au- 
cune application. 

(*)  M.  Hamy,  Sur  une  extension  de  la  série  de  Lagrange  {Bulletin  des 
Sciences  mathématiques ,  1'*  Partie,  1896,  p.  2i3). 
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Étant  données  J'équation 


(3o) 


u 


-c  ~  vy(u)  =  o, 


où'/^(u)  est  une  fonction  holomorphe  dans  le  voisinag-e  du  point  c, 
et  une  fonction  $(m)  uniforme  autour  du  point  c,  admettant  la 
valeur  u  =  c  comme  pôle  simple,  si  l'on  désigne  par  "C  la  racine  de 
l'équation  (3o)  qui  se  réduit  à  c  pour  v  =  o,  on  a,  pour  des  valeurs 
finies  de  v  dont  le  module  est  inférieur  à  une  quantité  finie  convena- 
blement choisie, 


\p 


dp 


p=0 


k<").4^^^i^]„. 


A   désigne  le  résidu  de  la  fonction  ^(u)  relatif  au  pôle  c;  on  doit 
d'ailleurs  faire  u  =  c  après  avoir  effectué  les  dérivations  indiquées. 

Revenons  à  notre  objet.  Convenons  de  remplacer,  pour  simplifier 
l'écriture,  9(0),  9"(<^)j  9"'(^')'-  •••  P''^^'  9'  ?"'  ?'"■>  •  • -,  et  de  même /(c), 

De  l'équation 


z<p 


on  tire 

cp  —  9  (  «  ) 

et  ensuite 


9i") 
cp'"  (u  —  c)        9"'  (u  —  c)^ 


(û 


©" 


3 


3. A 


o^  (  «  —  c  )' 

p   3.4.5 


-9(«) 


(32) 


En  posant 


-.(„) 


9       M C  9        («  —  C 

'  "^  i^  ^     ^  y    3.:, 


^-^ 


9'   (  «  —  c)^ 


3.4.Ô 


/ 


2  C9 


9 


FV-? 


—  I    =  V, 


X(") 


? 


9(") 


I  + 


9'"    u  —  c        9'^  (tf  — c)»        9^  {u  —  cY 


a> 


3.4 


9"     3.4.5 
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l'équation  (32)  devient 

c  —  v/(«)  =  o. 
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// 


On  peut  convenir  de  prendre  comme  détermination  de  /,(")  celle 
qui  se  réduit  à  1  pour  u  —  c  =  o,  en  rejetant  sur  v  la  double  détermi- 
nation du  produit  vy(w)  qui  a  été  introduite  en  extrayant  la  racine 

carrée.  On  peut  de  même  choisir,  à  volonté,  l'argument  de  (-0  —  i)- 


20 


dans  l'expression  de  v,  en  rejetant  sur  le  radical  W  —  yf  le  double 

déterminant  de  v. 

Il  suffit  maintenant  de  remplacer,  dans  l'équation  (3i),  '/{ii)  par  sa 
valeur  et  le  produit  {u  —  c)<ï>(w)  par 


{u  —  c)(I)(//)  =  — 


/(«) 


es'"                           o"' 
œ"  -H  -^-  (  «  —  c  )  -i ' — -  (  //  —  c )-  -4- , 

1.2.3 


1  .2 


pour  obtenir  le  développement  de  F(r)  dans  le  voisinage  du  point  z  =.  - 
Le  résidu  A  de  '^{u)  relatif  au  pôle  c  étant 


A=  - 


./ 


CP 


on  a,  puisque  '/(6')  =  i, 


(33;)    F(.)  = 


o" 


Y»      1^''       if''  ] 
2mà  (p  +  i)!  'dûi'  \  • 


/.=0 


(/> 


X 


du 


1 . 2 


("-0 


I  .  •>. .  o 


^{u~cy 


-?(«) 


1  + 


9"      3  cp" 
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33 


/'-^ 


X 


<a"'  u  —  c       o'"  {u  —  c)^       (a"  {u  —  cY 
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Il  esL  à  roniarquer  que  le  coefficient  de  v^  est  une  fonction  linéaire 
et  homogène  des  dérivées  /,  /'■,/"-,  .  • . ,  f''*  ■ 

En  calculant  les  premiers  termes,  on  peut  écrire  la  formule  (33) 


9" 

6  O 

?" 

'    / 

5 

12 

/•(e""-         f'o"         fo" 

2  9"\ 

O"-'        '          çp"                 2(p 

-/' 

H-  des  termes  contenant  v-  en  facteur, 
ou,  en  remplaçant  v  par  sa  valeur, 

+  (s(p-i)^(:r), 

la  fonction  'j^(-)  étant  finie  dans  le  domaine  de  la  valeur  z  =  -• 

Nous  pouvons  maintenant  appliquer  à  l'intégrale  (29)  la  règle  éta- 
blie au  n"  o,  en  partant  de  ce  développement  de  F(:j). 

Dans  le  cas  actuel,  -  joue  le  rôle  de  la  quantité  a  du  n°  ô  ot  /i  -j-  1 

1 

est  mis  à  la  place  de  n. 

Puisque  nous  pouvons  choisir  la  détermination  de  (zo  —  i)",  nous 
prendrons  celle  dont  l'argument  est  inférieur  à  j,  en  valeur  absolue, 

pour  les  points  situés  sur  le  contour  S,  dans  le  voisinage  de  :;  =  -• 

Les  arguments  des  autres   puissances  de    ro  — i,    figurant  dans  le 
développement  de  F(r),    restent  dans  ces  conditions   inférieurs  en 

valeur  absolue  au  |)r()duil  de  -  par  les  exposants  d(^  ces  jouissances. 
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On  trouve  maintenant,  en  appliquant  la  règle  exposée  au  n°  «5, 


(34) 


I 

_    / 

?" 
-+- 

0- 

V 

I 

■2(0' 

1 

dz 

-H +2 

I 
/ 

V 

20 

1 

H-) 

<"-l) 

//?'" 

V39"^ 
fo'" 

'          r( 

«4-2) 
12       9"^ 

/ 

20//?'' 

a,"  V  4?" 

2© 

1 

r(/t  +  2) 


-/")?""* 


X  — ^-i^: — ^ — ^ — ^(i 


r(/z  +  2) 


0, 


£  étant,  pour  n  très  grand,  de  l'ordre  de  — 


1 


En  admettant  la  formule  suivante,  où  //  désigne  un  grand  nombre 
positif  et  ôï  un  nombre  fini  quelconque, 

V(ii^-Gi)  =  \-ArAL-"n^'^    ^   i  H ^[1  -h  (icri'ûT  —  i  )|  h-  4;{' )  +...    , 

^  (  12/t  '-  ^  '       /i-    ^  )  ' 

que   nous   établirons   plus    loin   [formule  (4^^)]  5   on   peut   ordonner 
l'expression  de  I  suivant  les  puissances  descendantes  de  n  ;  il  vient 


(340 


I 


-  "-  ^  A  i  /_  ^  •/  -4-  -^  Ul^  -  i' 

~  '^    \\  n\  ©"    2   "^  /i  cp"V39"         ■'   , 


v/tï       /       2 


? 


_3  . ,  i/xyy: 

4-^       ©"V4    9" 


12     cp"^  9"  -^ 


(i  +  e) 


11  reste  à  fixer  la  détermination  du  radical  i  / j,-  Or,  entre  l'af- 

fixe  u  d'un  point  infiniment  voisin  du  point  c  pris  sur  le  contour 
donné  S  et  l'affixe  z  du  correspondant  de  ce  point  sur  le  contour  S,, 
on  a,  d'après  l'équation  (32), 


/       2  o    , 


I . 
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On  en  déduit,  à  uu  nudtiple  de  2-  près, 


arg-umcnt  de  {u  —  c)  =  argument  de  i  /  —  ^  H-  argument  de  \'zz>  —  i . 

L'argument  de  u  —  c  est  égal  à  J'angle  0  que  fait  la  tangente 
menée  au  point  c,  au  contour  donné  S,  dans  le  sens  de  l'intégra- 
tion cA  (/ig-  14)5  avec  l'axe  des  abscisses,  cet  angle  étant  compté 
dans  le  sens  des  arguments  croissants. 


D'autre  part,  l'argument  de  \/jo  —  i  est  inférieur   à  'j  en  valeur 

■4 

absolue.   On  peut  donc  écrire,   en  appelant   A   un  nombre  compris 
entre  —  i  et  +  i , 


argument  de  i. 


2  C3 


0  +  aÇ 


La  partie  réelle  de  i  / ^  a  donc  le  signe  de  cos(0  "^"''^7  )  et  la 

partie  imaginaire  le  signe  de  sin  (  0  H-  À  j  )  • 

Or,  cos  (  0 -H  A7  j  restant  positif,  (juelle  que  soit  la  valeur  de  X, 
lorsque  0  est  compris  entre  —  -f  et  -Ht'  on  voit  que  la  partie  réelle 

de  t  / Y  est  alors  positive. 

Si  0  est  compris  entre  ~  el  -^f  c'est  sin(0  +  À^  j  qui  est  positif;  la 

partie  imaginaire  de  i  / j-  est  donc  positive. 

Si  0  est  compris  entre  -j-  et  -^,  la  partie  réelle  de  i/ :j  est 

nég'ative. 

Si  0  est  compris  entre  ~  et  y*'  ^^  partie  imaginaire  de  i  /  —  ^ 
est  négative. 

Remarque.  —  Supposons  l'intégrale  proposée  fonction  d'un  para- 
mètre qui  n'entre  que  dans/(::).  Kn  diflerentiantla  fonction /(r)  par 

rapport  à  ce  paramètre,  sous  le  signe  /  ,  on  obtient  une  nouvelle  inté- 
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gralc  qui  est  la  dérivée  de  la  proposée  par  rapport  au  paramètre.  Le 

développement  de  cette  dérivée,  suivant  les  puissances  de  ->  s'ohtirMit 

en  ditTérenliant  terme  à  terme  le  second  membre  de  la  formule  (')'i). 
Cette  proposition  résulte  sur-le-champ  de  ce  que  les  coefficients  des 

différentes  puissances  de  -  dans  la  formule  (34)  sont  des  fonctions 

linéaires  de  y,  /',/",  .... 

Deuxième  cas.  —  Considérons  maintenant  le  cas  plus  général  où 
l'on  a,  dans  le  voisinage  du  point  u  =  c, 


(35) 


/(u)  =  B,(u  ~  cf'+B,{u  -  cf '-  +  ..., 
cp(w)  =  ç(c)  + A,(m-  c)«. -+- A,(z/  —  cY'-^. 


les  exposants  p,,  [3^,  ...  étant  rangés  par  ordre  de  grandeurs  crois- 
santes, ainsi  que  a,,  u.,,  . . .,  ces  derniers  exposants  étant  de  plus  posi- 
tifs, les  A  et  les  B  représentant  d'ailleurs  des  constantes. 
En  désignant,  pour  simplifier,  ©(c)  par  (p,  on  tire  de  là 


.*î      — 

I                   I 

En  posant 

(36) 

V 

(^?-0, 


l'équation  qui  précède  devient 

V:==(W  —  C)^.  +  .... 

On  en  tire,  par  la  méthode  des  approximations  successives  ou  celle 
des  coefficients  indéterminés. 


(37) 


W  —  C  =  v*' 


Or,  on  a 


(38) 


E(.)  =  - 


/(^O 
?'(«) 


B. 

a,  A, 


(«_e)P.^'-='.-|-. 
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En  remplaçant  u  —  c  par  sa  valeur  (37), 

^     '  «lAi 

OU 

8,-Hl 

^^9)        F(.)  =  -^(-i-)  (.0-0  «•       [14-.). 

Les  termes  non  écrits  entre  crochels  sont  formés  de  puissances 
positives  de  ^9  —  i,  le  plus  faible  ex^posant  //  de  ces  termes  étant  le 
plus  petit  des  nombres 

(3.2— (3,       «2  — a, 
5     ■ 5      1  • 


«1  a 


Il  est  à  remarquer  que,  si  l'on  avait  posé 
on  aurait  remplacé,  dans  le  développement  (37)  de  F(.),  u  —  c  par 

et  Ton  serait  arrivé  à  l'expression 

Nous  nous  servirons  plus  loin  de  cette  seconde  forme  du  développe- 
ment de  F(z). 

Dans  la  formule  (39),  on  peut  prendre  une  détermination  tpiel- 

conque  du  binôme  (zz/  —  i)     °''      ,  à  condition  de  choisir,  en  consc- 

Pi-r-i-a(. 

quencc,  la  détermination  du  facteur  (  —  y"  ) 

Nous  pouvons  maintenant  ap[)li(iuer  à  notre  intégrale  (28  ),  supposée 
mise  sous  la  forme 
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la  W'i^lo  élal)lie  au  n"  iî,  en  parlant  de  l'expression  ('>9)  de  F(z)  dans 
le  voisinage  du  ])oint  ^  =  -• 

Dans  le  cas  actuel ,  -  tient  lien  de  la  quantité  a  du  n"  ;>  et  //  +  i  est 
mis  à  la  place  de  n. 


|î,+i  ^ 


Puisque  nous  pouvons  choisir  la  détermination  de  (ro  —  1)  "' 
dans  le  développement  de  F(^),  prenons  celle  dont  l'arguinenl  est 

inférieur  à  (— —  i  )  —  pour  les  points  du  contour  d'intégration  très 

près  du  point  ^  =  -•  Dans  ces  conditions,  en  appliquant  la  règle,  il 
vient 


I 


/^(^)^ 


^-'-.  Y(^-l±l)v(n  +  .        ^■  +  '- 


£  étant  de  l'ordre  de  — 


n'' 


Cette  formule  peut  encore  s'écrire,  en  développant  les  fonctions  F 
comme  pour  la  formule  (34), 

p.+  i  rf  ^i 

B,  /       <ù{c)\    *• 


14")  I  =  ^(--^        9''(0-^T^(.  +  0 


Il  reste  à  fixer  la  détermination  du  facteur  /  —  ^4-^  )         ou,  si  l'on 

veut,  la  détermination  de  (  —  ^^     j 

Désignons,  comme  plus  haut,  par  0  l'angle  inférieur  à  2.7:  que  fait, 
avec  l'axe  des  abscisses,  la  tangente  menée  au  point  c  au  contour 
donné  S,  dans  le  sens  de  l'intégration  cA  (fig.  14)5  cet  angle  étant 
compté  dans  le  sens  des  arguments  croissants. 

Supposons  les  constantes  A  et  B  des  développements  (3.'>)  détermi- 
nées  de  telle  sorte  que  les  arguments  de  (u  —  c)''.,  (^w  — c)^^,   ..., 
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(u — c)''',  {u  —  c)"'-,  ...  aient  respectivement  pour  valeur  f},0,  [îo©,  ..., 
a,0,  a^,0,  ...  lorsque  u  est  infiniment  voisin  du  pointe  sur  le  contour  S. 
En  supposant  z  infiniment  voisin  de  ->  sur  le  contour  S,,  et  infini- 
ment voisin  de  c,  sur  le  contour  S,  on  a  fait,  dans  le  développement 
de  F(.^)  [formules  (36),  (37),  (38)  et  (39)], 


P,t-i-a> 


(„_o)P,— =-.=    -i  (.-9-1) 


X, 


Nous  pouvons  donc  écrire  la  relation  suivante  entre  les  arguments, 
à  un  multiple  de  27:  près, 

-  ^J  -f-arg.(.^9  — i)"'', 


-  ^)       '      -haro-.(-;o  —  i) 

ou,  puisque  Targument  de  zo  —  i  est  inférieur  à  -  en  valeur  absolue, 
le  long  du  contour  S,  dans  le  voisinage  du  point  c, 


^       A, y  ^^'  "''-  a, 

A  éLant  compris  entre  —  1  et  -h  i. 

Cette  égalité  permet  de  choisir,   sans  ambiguïté,   l'argument 

p,+  i-a, 


L'argument  à  prendre  est  celui  qui  s'apin'oclie  le  pins  de 

(P,  +  i-aO0, 

puisque  deux  arguments  de  (  —  -r-  j  différcnl  dan  moins 

pi  +  i  — «,  ._ 
«1 
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Si  Ton  voulait  avoir  une  valeur  de  f  plus  approchée  que  celle  que 
nous  avons  obtenue,  il  faudrait  pousser  plus  loin  ledéveloppemcnl('i9) 
de  F(  j),  le  sens  des  facteurs  susceptibles  de  plusieurs  déterminations 
s'obtenant  toujours  par  la  règle  qui  vient  d'être  établie. 

Cas  parUcuUer.  —  Un  cas  particulier  intéressant  se  présente 
lorsque,  9 (m)  étant  holomorphedans  le  voisinage  du  point  u  =  c,  sans 
que  o'(c)  soit  nul,  on  a,  dans  le  voisinage  de  c, 

/(u)  =  (u~  c)P[B,  +  B,{u  -  c)  +  B,{u  -  cY  +  .. .]. 
De  l'équation  z  =  — — -  on  tire 

Cp  (  M  ) 


U  —  c 


^(.-cp-i)[i-(i-l|;)(..'.-i) 


On  a,  d'ailleurs, 

_  Zliil 

et  l'on  en  conclut 


(„_e/[_^  +  (B/2;-5i)(„_e)+. 


F(.)  =  (-iy(.,_,)^^ 


X  j  -  li, 


B,(^^-P)-jB,](.-o-,) 


■T 


Appliquant  la  règle  donnée  au  n"'  o,  il  vient 

i=/A--^)?"(-^)''-^ 


trm? 


o 


B,(^tl'-?)-^I?= 


2        œ'2 


X 


((3  +  i)r(»-(3) 


r 


ou,  en  développant  les  fonctions  F  suivant  les  puissances  descendantes 
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de  11,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  pour  la  formule  (34), 

les  termes  négligés  entre  crochets  contenant  -^  en  facteur. 

Si  Ton  suppose  que  la  détermination  du  facteur  {u—  c)^,  qui  figure 
dans  le  développement  de  /(-),  correspond  au  plus  petit  argument 
positif  de  w  —  c,  et  si  l'on  appelle  0  le  plus  petit  angle  positif  que  fait 
avec  la  direction  positive  de  l'axe  des  abscisses  la  demi-tangente  au 
contour  d'intégration,  menée  au  point  u  =  c,  du  côté  de  ce  contour, 

la  détermination  du  facteur  (  —  — /  )   '  qui  rentre  dans  l'expression  de  I, 

est  celle  dont  l'argument  diffère  le  moins  du  produit  ^0.  Cette 
expression  de  I  suppose  essentiellement  d'ailleurs,  comme  nous  l'avons 
dit  au  commencement  du  n°  12,  que  le  point  de  départ  de  la  variable 
d'intégration,  sur  le  contour,  est  le  point  w  =  c. 

15.  Nous  nous  proposons  maintenant  de  chercher  la  valeur  approchée 

de  l'intégrale  1=  1  f(u)cf"{u)du  lorsque  l'on  ne  peut  déformer  le 

contour  d'intégration,  de  façon  que  |(p(«)|,  le  long  de  ce  contour, 
prenne  sa  plus  grande  valeur  à  l'une  de  ses  extrémités. 

Premier  cas.  —  Nous  supposerons  d'abord  que  l'on  puisse  faire 
passer  le  contour  d'intégration  par  un  point  u  =  c,  dans  le  voisinage 
duquel /(w)  et  o(u)  sont  holomorphes  et  tel  que  |<p(c)|  soit  la  plus 
grande  valeur  de  |  9(w)  |,  le  long  du  nouveau  contour,  c  étant  en  outre 
racine  simple  de  o'(u). 

La  question  ainsi  posée  est  loin  d'être  nouvelle.  Elle  a  été  étudiée, 
pour  la  première  fois,  par  Laplace,  par  des  procédés  peu  rigoureux 
(^Calcul  des  pj-obabilites),  dans  le  cas  des  intégrales  de  variables 
réelles.  M.  Darboux  (loc.  cit.)  a  cependant  confirmé  le  résultat  de 
Laplace  et  l'a  étendu  au  cas  des  intégrales  de  variables  complexes. 

Nous  reprenons  ici  l'étude  de  ce  problème,  à  cause  de  son  impor- 
tance. La  voie  que  nous  allons  suivre,  pour  eu  obtenir  la  solution,  est 
entièrement  nouvelle  et  à  l'abri  de  toute  critique. 


/ 

i' 
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Soit  A'cA    le    chemin   d'intégration,    tracé    dans   le    plan   de    la 
variable  w;  on  a 

l=ff(u)c^\u)du  =  (A'cA)  =  (cA)  -  (cA'), 

et  chacune  des  intégrales  qui  figurent  au   dernier  membre  de  cette 
égalité  rentre  dans  la  catégorie  étudiée  au  n"  12. 

Or,  si  Ton  se  reporte  au  changement  de  variable  qui  a  conduit  à 


Fig.  i5. 


l'équation  (32),  on  voit  que,  pour  a  infiniment  voisin  de  c  et,  par 
suite,  z  infiniment  voisin  de  ->  on  a  la  relation 


v/-f  V"-? 


U  —  C3=t/ rrSjZ'Zj  —  I. 


De  là  il  résulte  que  si  Ton  adopte  un  certain  argument  pour  ^i-^r^  _  i  ^ 
en  partant  du  point  z  =  -,  sur  le  contour  correspondant  à  cA,  on  doit 

adopter  un  argument  différent  d'un  multiple  impair  de  -rr,  pour  ce 
binôme,  quand  on  partira  du  même  point,  sur  le  contour  correspon- 
dant à  cA',  puisque  u  —  c  change  de  signe  quand  on  passe  du  sens  cA 
au  sens  cA'. 

Si  donc  nous  partons  sur  le  contour  correspondant  à  cA  avec  la 

détermination  de  y/^cp  —  i,  d'argument  inférieur  à  j  en  valeur  absolue, 

comme  nous  l'avons  fait  pour  établir  la  formule  (34),  nous  devons 
partir,  sur  le  contour  correspondant  à  c  A',  avec  la  détermination  dont 
l'argument  diffère  de  i:  de  celui  de  la  première,  c'est-à-dire  avec  la 
détermination  adoptée  tout  à  l'heure,  mais  changée  de  signe. 

Si  donc  on  prend  pour  (cA)  la  valeur  (34),  on  obtient  (cA')  en 
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20 


changeant  le  signe  du  radical  1  /  —  ^rj-  H  en  résulte 

j  I  =  (cA)-(cA') 


Vi'-]T(n-^l 


/  f    \  1  I      ^     \  ^'  / 


+  -2) 

X?      /^"©"Uco"  12    ca"2    ^     o"     "^    20         -^    /2«+iJ' 

£  étant  une  quantité  qui  tend  vers  zéro  lorsque  //  augmente  indéfi- 
niment ('  ). 

On  choisit  la  détermination  du  radical  t  / ^,  comme  il  a  été  dit 

V         ? 
au  n°  12. 

Il  reste  à  développer  ï,  suivant  les  puissances  descendantes  de  n^  en 

remplaçant  Yin  -A — )  et  r(/z  +  2)par  leurs  valeurs  asympto tiques  qui 

se  déduisent  de  l'expression  de  Stirling.  Mais  la  formule  qui  vient 
d'être  obtenue  peut  servir  elle-même  à  trouver  ces  valeurs  asympto- 
tiques.  Partons,  à  cet  effet,  de 

r(^)=  r   Yr^'ut  'du, 

'j  0 

où  E  désigne  la  hase  des  logarithmes  népériens. 

Changeons  q  en  n  -h  p,  u  en  nu,  p  étant  un  nombre  fini  et  11  un 
nombre  qui  peut  croître  indéfiniment;  il  vient 


£i:i±z]=  r  ui'-'{uE'ydu. 

''  0 


(')  Il  est  à  remarquer  que  les  termes  de  la  formule  (34),   qui  ue  contiennent 
pas  4/ j  en  dénominateur  ou  en  fadeur,   disparaissent  dans  la  dillérence 


V 


20 


(c  A)  —  (cA').  ]>es  termes  dépendant  de  1  / ^»  qui  sont  au  contraire  doublés 


©■' 


dans  cette  diflérence,  proviennent  des  termes  du  développement  de  F(;)  (p.  244) 
dans  lesquels  fii>urenl  les  puissances  fractionnaires  du  binôme  zo  —  i. 
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La  fonction  uE'"  passe  par  un  maximum  absolu  pour  m  =  i 
lorsque  u  est  réel  et  positif;  nous  nous  trouvons  donc  dans  le  cas  où 
la  relation  trouvée  ci-dessus  est  applicable.  En  posant /(m)  =  ?/''"', 
cp(^/)  =  uK^"  et  c  =  i,  il  faut  faire  dans  l'expression  de  I 


On  trouve  ainsi 


E- 


■=  V2  7: 


r  «  + 


r  (  /*  +  2  ) 


E-« 


t 

9" 


F=      3, 


—  2, 


r(^)  =  v/-. 


tI+/''-/')ï^('  +  o]' 


Faisant  dans  cette  ég-alité  successivement  p 
divisant  membre  à  membre,  il  vient 


î   puis  p  =  1,  et 


ru  + 


r  (  /^  4-  2  ) 


'^'■['-^7;(i  +  ^' 


8  n 


)] 


De  cette  expression  on  déduit  la  formule  suivante,  dont  nous  avons 
déjà  fait  usage  au  n°  12,  pour  passer  de  la  formule  (34)  à  la  for- 
mule (34), 

(43)    T(n  +  p)  =  v/^E-v;"''"^  j  1  +  _L_ji  +  ep(p  -  r)](,  +  ,)\, 


£  tendant  vers  zéro,  lorsque  /i  croît  indéfiniment. 


On  en  conclut  également 


(M)    ^  =  \/=f- 


—  2©         /Tl 


—  'O 


f 


1  n 


-7/  + 


o 


o 


l/?"'        5   f(o""'       /'9« 


co 


12 


.? 


m 


o" 


-/")]('-  ^>|, 


2  0 


expression  dans  lacpiclle  le  radical  i  / — f-^-  a  le  sens  qui  a  été  défini 
au  n°  12  (p.  -2^6). 
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Cette  formule  importante  joue  un  rôle  essentiel  dans  mes  re- 
cherches sur  le  développement  de  la  fonction  perturbatrice. 

Nous  avons  déjà  fait  observer  que  le  second  membre  de  la  for- 
mule (34)  qui  nous  a  servi  a  établir  la  formule  (42)  est  une  fonction 
Hnéaire  et  homogène  de/,  /',  /".  —  L'expression  de  I  à  laquelle 
nous  venons  d'arriver  est  donc,  elle  aussi,  une  fonction  linéaire  et 
homogène  de/,  /',  /",  etc. 

Une  conséquence  importante  résulte  immédiatement  de  cette  pro- 
priété. 

Si  la  fonction  /(w)  contient  un  paramètre  dont  ne  dépend  ni  la 
fonction  <p(w\  ni  la  forme  du  chemin  d'intégration,  l'évaluation  ap- 
prochée de  l'intégrale    obtenue   en    dérivant   ou  intégrant,  sous   le 

signe  /  ,  la  fonction /(w)  un  certain  nombre  de  fois  par  rapport  à 

ce  paramètre,  cette  évaluation,  dis-je,  s'obtient  en  dérivant  ou  inté- 
grant le  second  membre  de  la  formule  (4^)  autant  de  fois  par  rapport 
à  ce  paramètre. 

Nous  nous  bornerons  à  observer  que,  d'après  cette  remarque,  il  est 
légitime  de  dériver  ou  d'intégrer  les  deux  membres  de  la  formule  ( 4^) 

par  rapport  à  p,  puisque,  dans  l'intégrale  /     m^~'  (uE~")"  du  qui  nous 

a  servi  à  évaluer  asymptotiquement  T(n-+-  p),  le  paramètre  p  n'entre 
que  dans  u^~*  tenant  lieu  de  la  fonction /(w)  qui  fait  partie  de  l'élé- 
ment différentiel  de  l'intégrale  (28). 

Deuxième  cas.  —  Supposons  maintenant  que,  dans  le  voisinage 
d'un  point  d'affixe  u  =  c,  on  puisse  écrire 

,, .,         (  /(")  =  B, (w  -  c/.  +  U,(u  -  cf'.-^  . . ., 

(   9(w)  =  o(c)  -h  A,(w  —  c)*«-h  A.^(u  —  cy^-h  ..., 

[i,,  ^o,  ...  allant  en  croissant  et  a,,  aa,  ...  désignant  des  exposants 
positifs  rangés  par  ordre  de  grandeur  croissante. 

Imaginons  qu'on  puisse  déformer  le  contour  C,  le  long  duquel  est 
prise  l'intégrale 

(46)  l=ff(u)^\u)du, 


SUR  l'ai>i>iioxima.tion  des  fonctions  de  grands  nombhes.      2,57 

de  manière  à  le  faire  passer  par  le  point  c,  et  supposons  que  ce  nouveau 
contour  C,  jouisse  des  propriétés  suivantes  :  i"  ce  contour  serait  équi- 
valent au  contour  donné,  si  le  point  w  =  c  n'était  pas  un  point  singu- 
lier de/(u)  et  de  ^(m)  ;  2°  la  plus  grande  valeur  de  |  o(u)  \  le  long  du 
contour  C,  est  |  ip(c)  |. 

Dans  ces  conditions,  la  considération  de  ce  point  u  =  c  conduit 
souvent  à  l'évaluation  asymptotique  de  l'intégrale  I  pour  n  très 
grand. 

Il  convient,  avant  d'étudier  le  problème,  de  se  rendre  compte  de  la 
façon  dont  varie  |  ç(w)  |  dans  le  voisinage  du  point  w  =  c. 

Posons,  à  cet  effet, 

u  —  c  =  7'E'^,         ^(c)  —  oc-h  î|3.         A,  =  Y  -h  iô, 
/•  étant  très  petit.  On  en  déduit,  pour  u  très  voisin  de  c, 

I  ?(")  I  =  I  ?(c)  I  +  -j^^ [(«T  +  Po)  cosa,  r-f  (I^Y  -  ao)  sina,  C]  -f-  . . . . 


Les  racines  de  l'expression  entre  crochets  sont  fournies  par  une 
équation  en  tanga/C.  Si  donc  C  =  ^,  est  une  racine,  les  autres  sont 
fournies  par  la  relation 


Marquons,  sur  la  circonférence  de  rayon  /'  décrite  du  point  u  =  c 
comme  centre,  les  points  correspondant  à  ces  racines;  joignons, 
ensuite,  ces  points  de  division  au  point  u  =  c.  Nous  divisons  ainsi 
l'aire  du  cercle  en  secteurs  tels  que,  pour  tous  les  points  compris  dans 
un  même  secteur,  la  différence  |  ^(w)  |  —  |  o(c)  \  conserve  un  signe  con- 
stant. De  plus,  si  |9(m)|>|^(c)|  dans  un  secteur,  on  a  |9(«)K|9(c)| 
dans  les  secteurs  qui  le  comprennent.  Enfin,  dans  un  secteur  où 
I  o(u)\  >►  I  9(c)|,  le  point  de  la  circonférence  (/■),  où  |9(«)|  est  maxi- 
mum, se  trouve  sur  la  bissectrice  de  ce  secteur;  dans  un  secteur  où 
I  ç(w)|  <  I  9(c)|,  le  point  de  la  circonférence  (/•),  où  |9(m)|  est  mini- 
mum, se  trouve  également  sur  la  bissectrice  de  ce  secteur. 

Revenons  à  l'intégrale  proposée  et  figurons  un  certain  nombre  de 
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secteurs  autour  du  poiut  c,  en  couvrant  de  liachures  ceux  dans  les- 
quels I  o(^/  )  I  >>  I  0(  c  )|. 

Dans  ces  conditions,  les  deux  blanches  du  contour  C,,  séparées  par 
le  point  c,  passent  nécessairement  à  travers  les  secteurs  non  hacimrés 
pour  atteindre  le  point  c.  D'autre  part,  pour  que  le  contour  C, 
devienne  équivalent  au  contour  C,  pour  l'intégrale  proposée,  il  faut 
lui  faire  subir  une  déformation  infiniment  petite  dans  le  voisinage  du 
point  u  =  c.  On  peut,  par  exemple,  arrêter  les  deux  branches  du 
contour  C,,  séparées  par  le  point  a  =  r,  à  une  distance  infiniment 


Fig.  i6. 


petite  de  ce  point  et  raccorder  ces  deux  branches  par  un  arc  de  cercle  a, 
de  rayon  infiniment  petit,  ayant  son  centre  en  c.  Nous  désignerons 
par  Co  ce  nouveau  contour  qui  est  équivalent  à  C. 
Il  y  a  lieu  de  considérer  plusieurs  hypothèses  : 

Ou  bien  l'arc  de  cercle  ct  sous-lend  un  aiiiîle  inférieur  à  —  et  il  arrive 

alors  nécessairement  que  le  contour  Cj,  dans  le  voisinage  du  point  c, 
se  trouve  dans  un  même  secteur  non  hachuré  ; 

Ou  bien  l'arc  de  cercle  a  sous-tend  un  angle  compris  entre  —  et  — ^» 

ai         a, 

et  il  arrive  alors  nécessairement  que  l'arc  i  traverse  complètement  un 

secteur  hachuré  et  un  seul; 

Ou  bien  l'arc  de  cercle  a  sous-tend  un  angle  supérieur  à  —  et  il  arrive 

alors  nécessairement  que  l'arc  a  traverse  conq)lètement  plusieurs  sec- 
teurs liachurés. 

Nous  allons  examiner  successivement  ces  trois  hypothèses  : 
i"  Dans  la  première  hypotiièse,  |  o(//)  |  «<  |  o(<:')  |  le  long-  du  con- 
tour C  {fig.  17). 
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Or,  si  ron  fait  la  transformation  (ù(u)=  ^-^  l'intégrale  proposée  est 
ramenée  à  la  forme 

(47)  l=/l*«>^' 


et  cette  nouvelle  intégrale  doit  être  prise,  comme  nous  l'avons  déjà 
expliqué,  le  long  du  contour  correspondant  au  contour  C^,  dans  le 


plan  de  la  variable  z.  D'après  l'inégalité  [  :p(w)  |  <<  | 'i)(c)  [,  ce  con- 
tour  correspondant    est    de    seconde   espèce    par   rapport   au   point 

z^  "7"^'  correspondant  du  point  u  =  c.  Ce  point  ne  peut  donc  pas 

fournir  la  valeur  approchée  de  l'intégrale, 

2°  Les  choses  se  passent  d'une  manière  toute  diflérente  dans  la 
seconde  hypothèse. 

Figurons,  en  effet,  les  deux  secteurs  dans  lesquels  passent  les  deux 
branches  du  contour  C,  et  le  secteur  intermédiaire,  à  l'intérieur 
duquel  |  9(«)  |  >  |  cp(c)  |  (/Z^-.  18). 

Du  point  c  comme  centre,  avec  un  rayon  inférieur  à  /%  décrivons 
un  arc  de  cercle  a-  =  BB'  limité  aux  bissectrices  des  secteurs  non 
hachurés,  à  l'intérieur  desquels  |  ç(w)|  <]  |(p(c)|.  Nous  pouvons  d'abord 
déformer  le  contour  C,  à  l'intérieur  de  Taire  des  secteurs  limités  par 
la  circonférence  r,  de  façon  à  le  faire  passer  par  les  points  B  et  B'. 

Remplaçant  ensuite  la  partie  BCB'  de  ce  contour  par  l'arc  BB', 
nous  obtenons  le  contour  Co  éc|uivalent  au  contour  C,  pour  l'intégrale 
proposée. 

Si  nous  posons  maintenant 


I 
—  j 
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pour  ramener  rintégralc  proposée  à  la  forme  (47 \  il  est  aisé  de  voir 
que  Je  contour  correspondant  au  contour  Co,  dans  le  plan  de  la  va- 
riable z,  est  un  contour  de  première  espèce  par  rapport   au  point 

z  =  — r-:>  correspondant  du  point  u  =  c. 

En  effet,  les  différentes  parties  du  contour  C^,  autres  que  BB',  se 
transforment,  dans  le  plan  de  la  variable  r,  en  deux  cliemins  D  et  D' 


(^g.  19)  plus  éloignes  de  l'origine  que  le  point  z  =  — t-t'  à  cause  de 
l'inégalité  |  (^(u)  \  <  |  ^(c)  |.  D'autre  part,  quand  la  variable  1/  suit  le 
chemin   BB',  l'argument  de   u  —  c  varie   de  — ^5  puisque  Tangle  de 

chaque  secteur  est  —,  et  l'argument  de  i  —  zo  varie  de  271,  comme  il 
résulte  de  la  relation 

(48) 


u 


O 


t-     ('-=?>-. 


que  l'on  a  rencontrée  à  propos  de  la  formule  (39'). 

Nos  chemins  D  et  D'  sont  donc  reliés  par  un  arc  de  cercle  qui  enve- 


loppe entièrement  le  j)oint  ::=-?  comme  i"indi(pie  la  figure  19,  et  le 

contour  formé  est  bien  de  première  espèce  par  rapport  à  ce  point. 
Nous  pouvons  donc  trouver  la  valeur  approchée  de  I,  pour  //  très 
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grand,  en  parlant  du  développement  (^9')  de  F(z)  dans  le  voi- 
sinage du  point  z  =  -  ei  appliquant  les  considérations  développées 

au  n"  8. 

On  peut  donc  écrire 


(4q)      l=-^lr.\(-l)^^      \n^.^_\l %    "^''       (r+O, 


=<.A,VA 


£  tendant  vers  zéro  lorsque  /i  augmente  indéfiniment. 

Cette  formule  suppose,  d'ailleurs,  le  sens  de  l'intégration  tel  que  la 

variable  z  tourne  dans  le  sens  rétrograde  autour  du  point  :;  =  7-7^^- 

S'il  en  était  autrement,  on  devrait  changer  de  signe  le  second  membre. 
Or,  la  formule  (4^)  permet  de  déterminer  ce  sens,  connaissant  le  con- 
tour Co  dans  le  plan  de  la  variable  u.   En  effet,  a,  étant  positif,  la 

variable  z  tourne  autour  du  point  j  =:  -  dans  le  même  sens  que  la  va- 

riable  u  autour  du  point  c,  puisque,  quand  l'argument  de  u  —  c  varie 

1 

dans  un  sens,  l'argument  de   (i  —  z^Y'  varie  nécessairement  de  la 

même  quantité,  dans  le  même  sens. 

P.+  i    , 

(es  \    *' 
-^  ]  >  pour  donner 

un  sens  précis  à  l'expression  (49)  de  I,  A  cet  effet,  il  faut  remarquer 
que,  pour  obtenir  le  développement  (39')  de  F(j),  en  supposant  u 

infiniment  voisin  de  c  et  ^  infiniment  voisin  de  — r-r  j  on  a  fait 

o{c) 

i3,+  i-a, 


^«-c-)P.-«.  =  (f;)      "      (1-.-9) 


Admettons  que  les  coefficients  des  développements  (45)  aient  été 
calculés  de  telle  sorte  que  les  arguments  de  (;/  —  c)*',  (u  —  cY-^,  . . ., 
(w  —  c)P',  (w  —  c)^-,  ...  s'obtiennent  en  multipliant  respectivement 
par  a,,  a,,  . . .,  (îi,,  (^o,  . . .  le  plus  petit  argument  positif  0  de  m  —  c. 
On  peut  écrire,  à  un  multiple  près  de  271,  d'après  l'identité  que  nous 
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venons  de  rappeler, 

(P,  +  i-a,)0  =  arg.de(^|-j       '      -f- arg.  de  (i  -  ^cp)     *'      . 

Considérons  le  point  M  (fig.  iH),  milieu  de  l'arc  BB'.  C'est  en  ce 
point  du  contour  C^,  tracé  dans  le  plan  de  la  variable  u,  que  |o(«)| 
prend  sa  plus  grande  valeur. 

A  ce  point  M  correspond  donc,  dans  le  plan  de  la  variable  ::,  le 
point  N  où  le  contour  correspondant  à  C^  est  rencontré  par  le  segment 

de  droite  joignant  l'origine  au  point  ~  =  — -— • 

Or,  l'application  du  théorème  HT,  exposée  au  n°  8,  suppose  essen- 

(i.+  i 


—  1 


tiellement  que  la  détermination  de  (i  —  ;s^)  *'  ,  qui  figure  dans  le 
développement  de  F(:;),  soit  réelle  et  positive  au  point  N.  En  pre- 
nant égal  à  zéro  l'argument  de  i  —  z^^  en  ce  point  et  appelant  0^  la 
valeur  de  0  au  point  M,  nous  devons  donc  avoir,  à  un  multiple  de 
271  près, 


(p,  +  i-  a,)0o  =  arg.de(|-) 


fi.+  i-a, 


P'-*-'._, 


ce  qui  définit  complètement  le  sens  du  facteur  ( -^  j 

Mais  on  peut  fixer  autrement  cette  détermination. 

En  effet,  les  points  pour  lesquels  |  !p(w)  |  ^  |  9(c)|  étant  nécessaire- 
ment à  l'intérieur  du  secteur  couvert  de  hachures,  si  Ton  appelle  0,  le 
plus  petit  argument  positif  de  u  —  c  relatif  à  l'un  d'eux,  0,  diffère 

de  0„  d'une  quantité  moindre  en  valeur  absolue  que  — ^-  La  règle 

donnée,  pour  trouver  f  argument  de  f  ^  )  >  est  par  suite  é(|uiva- 

ieiite  à  la  suivante.  On  peut  dire  que  l'argument  de  ce  facteur,  (pi'il 

convient  de  choisir,  est  celui  qui  diffère  de  ([3,  -+-  i  —  a,  )0,  d'une  quan- 

•    1  1  11  (^1  -I-  '  —  ^1  ~ 

tile  moindre,  en  valeur  absolue,  que  ■ 

'  '  1  5:,  2 

3"  Examinons,  enfin,  la  troisième  hypothèse  correspondant  au  cas  où 

l'arc  a  traverse  complètement  jilusieurs  secteurs  couverts  de  hachures. 
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On  doit  remarquer  tout  d'abord  que  l'auf'le  sous-tendu  par  cr  est 

compris  entre  —  et  —i  si  cet  arc  traverse  complètement  deux  sec- 
^  a,         a, 

leurs  hachurés;  que  cet  angle  est  compris  entre  —  et  ^-^,  si  l'arc  d 

traverse  complètement  trois  secteurs  hachurés,  etc. 

Lorsque  l'arc  o-  traverse  deux  secteurs  hachurés,  il  est  facile  de  voir 
que  l'intégrale  proposée  est  égale  à  la  somme  de  deux  intégrales  de  la 
nature  de  celles  que  nous  venons  d'étudier  à  propos  de  la  seconde 
hypothèse. 

Si  l'arc  a  traverse  trois  secteurs  hachurés,  l'intégrale  proposée  est 
égale  à  la  somme  de  trois  intégrales  de  la  nature  de  celles  qui  ont  été 
étudiées  à  propos  de  la  seconde  hypothèse,  et  ainsi  de  suite. 

Démontrons-le,  par  exemple,  dans  ce  dernier  cas  : 

Soit  FGcLP  le  contour  C<  (/ig.  20).  Supposons  que  ce  contour 

Fig.  20. 


devienne  équivalent  au  contour  C,  pour  l'intégrale  proposée,  quand 
on  remplace  la  partie  en  pointillé  GcL  par  l'arc  de  cercle  infiniment 
petit  G  H  KL. 

Les  courbes  d'égal  module  de  cp(w)  passant  par  le  point  u  =  c 
étant  tangentes  aux  rayons  qui  limitent  les  secteurs,  ces  courbes  ne 
peuvent  s'entrecouper  une  seconde  fois  qu'à  distance  finie  du  point  c. 
Il  en  résulte  qu'on  peut  tracer,  dans  les  secteurs  sans  hachures,  des 
chemins  de  longueurs  finies  MH  etNK  le  long  desquels  i9(w)|  <  |?('^')|- 

Dès  lors,  on  peut  remplacer  l'intégrale  (FGHKLP)  par  la  somme 
des  trois  intégrales  (FGHM)  +  nVlHKN)  4- (NKLP)  qui  sont  cha- 
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ciine  précisément  de  la  nature  de  celles  qui  correspondent  à  la  seconde 
hypothèse  examinée  ci-dessus. 

Toutes  ces   intégrales  peuvent,  du  reste,   se  déduire  d'une  seule 
d'entre  elles,  car  ce  qui  change,  quand  on  passe  de  l'une  à  la  suivante, 


p,+i    ^ 


c'est  uniquement  Fargament  de  (i  —  ^o)  *'         dans  le  développe- 
ment de  F(^)  autour  du  point  z  =  — t-t'  argument  qui  varie,  en  plus 

ou  en  moins,  de  (  — — -  —  i  j  2tc. 

La  règle  à  suivre  pour  obtenir  ces  intégrales  est  donc  la  suivante  : 
Quand  on  aura  obtenu,  au  moyen  de  la  formule  (49)5  une  inté- 
grale correspondant  à  un  secteur  hachuré,  on  obtiendra  l'intégrale 
correspondant  au  secteur  hachuré  voisin,  rencontré  en  tournant  autour 
du  point  u  —  c  dans  le  sens  direct,   on  obtiendra,  dis-je,  cette  inté- 

2/71  1 1  1 

grale   en   multipliant  la  précédente  par  le  facteur  E  '        .La 

seconde  intégrale  partielle,  correspondant  au  second  secteur  hachuré 
rencontré  en  tournant  autour  du  point   u  —  c  dans  le  sens  direct, 

s'obtiendra  en  multipliant  le  second  membre  de  la  formule  (49)  par 

/P.+  i 

4i7t      ■ 1 


E  '        ,  et  ainsi  de  suite. 

Si  au  lieu  de  tourner  dans  le  sens  direct,  autour  du  point  z  =  —;—r> 

on  tourne  dans  le  sens  rétrograde,  l'intégrale  correspondant  au  pre- 
mier secteur  rencontré  s'obtiendra  en  multipliant  le  second  menlbre 

de  la  formule  (49)  par  E        ^  *'        ,  l'intégrale  correspondant  au  se- 

cond  secteur  en  nmltipliant  la  même  expression  par  E  *'        ,  etc. 

Si  l'on  voulait  avoir  une  valeur  plus  approchée  que  celle  que  nous 
avons  obtenue  (49)  pour  l'intégrale  I,  il  faudrait  pousser  plus  loin  le 
développement  (39')  de  F(r),  le  sens  des  facteurs  susceptibles  de  plu- 
sieurs déterminations  s'obtenant  toujours  par  la  règle  qui  a  été  ex- 
posée après  avoir  obtenu  la  formule  (49)- 

Cas  particulier.  —  Un  cas  particulier  intéressant  se  présente 
lorsque,  g(w)  étant  holomorphe  dans  le  voisinage  du  point  n  =  c,  sans 
que  9'(c)  soit  nul,  on  a,  dans  le  voisinage  de  c, 

/(u)  =  (u  -  cfll^,  +  U,{u  -  c)  -h  n,{u  —  cy  -h. . .{. 
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De  l'équation 


oj^u) 


on  tire 


CO    / 


"  -  ^'  ==  ^(^  -  -?)  /  +  (l  -  ^  )  ('  -  -?)  + 


C3C0 


On  a  d'ailleurs 


-m=("-<~v-(!^4-v)^-'^-^-]' 


et  l'on  en  conclut 


(.)  =  (iy(.-.,/lj-B,+  [B,(^^-p)-jB.](,-.-,) 


F^; 


les  termes  négligés  entre  crochets  contenant  (i  —  z-cj)-  en  facteur. 
On  trouve  maintenant,  en  appliquant  la  règle  exposée  au  n°  8, 


T  •      /9\^'^'     n  I 


(3) 


X  B, 


H- 


(P-')[B.(^f-?)-jB.]|>^ 


ou,  en  développant  les  fonctions  eulériennes. 


I  =  - 


217:       l  o 


(5o) 


r(-[3)VcpV     „p+i 


p^i 


><|b.  +  ^[^(^-0'^'-?'^=]-;:^(  ) 


''^ 


Mais  il  faut  voir  dans  quelles  circonstances  cette  formule  est  appli- 
cable. 

Figurons,  à  cet  eflet,  dans  le  plan  de  la  variable  u  (fig.  21),  les  axes 
de  coordonnées,  le  point  u  =  c  et  la  droite  AcB  séparant,  dans  le  voi- 
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sinage  du  point  c,  les  régions  du  plan  où 

l?(«)l>l?(c)l 

l?(")l<l?WI- 


de  celles  où 


Couvrons  de  hachures  les  premières  régions,  comme  nous  Pavons 
lait  jusqu'ici.  Dans  ces  conditions,  le  contour  C,,  dont  nous  avons 


donné  plus  haut  la  définition,  doit  nécessairement  être  tracé  dans  la 
région  non  hachurée,  dans  le  voisinage  du  point  c.  Il  y  a  maintenant 
deux  cas  à  considérer  : 

i'^  S'il  est  nécessaire  de  déformer  C,,  infiniment  peu,  dans  la  région 
non  hachurée,  pour  rendre  ce  contour  équivalent  au  contour  proposé, 
l'expression  de  I  à  laquelle  nous  venons  de  parvenir  n'est  pas  appli- 
cable ; 

2"  Si  le  contour  C,,  pour  devenir  équivalent  au  contour  proposé, 
doit  être  déformé  vers  la  région  hachurée,  l'expression  de  I  est  appli- 
cable. 

Au  surplus,  l'expression  (5o)  suppose  que  la  variable,  en  chemi- 
nant le  long  du  contour  C,  déformé,  tourne  autour  de  c  dans  le  sens 
rétrograde. 

Dans  le  cas  contraire,  il  faut  changer  le  signe  du  second  membre. 

Enfin,  pour  fixer  le  sens  du  facteur  ii)      »  on  cherche  celui  de 

(  -^  j  •  Supposons  les  coefficients  B  du  développement  de  f{u)  choisis 
de  façon  que  la  détermination  du  facteur  (w  —  o)P  qui  y  figure  corrcs- 
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ponde  au  plus  petit  argument  positif  de  u  ~  c.  Dans  ces  conditions,  si 
l'on  appelle  0,  le  plus  petit  argument  positif  de  ii  —  c,  pour  un  point 

quelconque  pris  dans  la  région  hachurée,  la  détermination  de  (^  j 

correspond  à  l'argument  qui  diffère  de  ^0,   d'une  quantité  moindre 

que  p  -  en  valeur  absolue. 


§  V. 
Généralisation  des  théorèmes  II  et  III. 


14.   Nous  avons  trouvé  (p.  2i4)  que  l'intégrale   suivante,    dans 
laquelle  A  ^  —  i , 


-«+1 


prise  le  long  d'un  contour  de  troisième  espèce  par  rapport  au  point  a, 
s'étendant  à  l'infini,  a  pour  valeur 

T  _  _L  r(A  +  i)r(/i  — /Q 

~  a"  r(//  -i-  i) 

Donnons  au  symbole  (  -  —  i  )    le  sens  E         "     ^  et,  pour  achever 

de  le  définir,  choisissons  comme  argument  de  -  —  i  celui  qui  est  nul 

le  long  du  prolongement  du  segment  joignant  l'origine  au  point  a.  On 
peut  alors  différentier  q  fois  les  deux  membres  par  rapport  à  h  et 
écrire 

(5,)  j  =  f(i  -  ,y'Lo-(i  _,)rf,= 4.  ^^  rt.;/"'"'-^". 

^      ^  J   \a  J  ^    \a  J  a'^  dhi  1(«h-i) 

Or  on  a,  pour  n  très  grand  et  positif 


Y{h+i)Y{n  —  h)        r(//+i) 


hih 

I  +  ^ 

2 


£  tendant  vers  zéro  lorsque  n  croît  indéfiniment. 

Journ.  de  Math.  (6'  série),  lomc  IV.  —  Fasc.  III,  i<;oW. 


±^(■-4 


36 
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Cette  foiinulc  pouvant  être  difîérentiée  terme  à  terme  par  rapport 
à  II,  comme  nous  l'avons  fait  remarquer  à  propos  de  la  formule  (44)? 
on  en  conclut  que,  pour  n  très  grand,  Tintégrale  J  est  de  Tordre  de 

-7^' le  produit 

» 

tendant  vers  une  limite  lorsque  n  croît  indéfiniment. 

En  s'appuyant  sur  ce  résultat  et  suivant  une  marche  analogue  à 
celle  qui  a  conduit  au  théorème  II,  on  est  amené  à  généraliser  ce 
théorème. 

On  remarque  d'abord  (notations  de  la  remarque  du  lemme  II)  que 
h-  produit 

hoa,'i n  J  ^     (K-l-jr)"+'        ^    \\        ' 

tend  vers  une  limite  lorsque  n  croît  indéfiniment. 

On  en  déduit  que  le  produit  suivant,  dans  lequel  h  est  supérieur 
à  —  1 ,  5^  un  entier  positif  et  "^{z)  une  fonction  analytique  finie  dans  le 
voisinage  de  a, 

ne  dépasse  pas  une  quantité  fixe  lorsque  n  croît  indéfiniment  (démon- 
stration analogue  à  celle  du  lemme  VI).  De  là  résulte  immédiatement 
le  théorème  suivant  qui  généralise  le  théorème  II  : 

Théorème  lY.  —  Soiriil  n  un  nombre  posilif  très  grand,  entier ^ 
fractionnaire  ou  incommensurable,  etV{z)  une  fonction  indépen- 
■  dan  le  de  n. 


Co nsidérons  l ' intégt  aie 


prise  le  long  d'a/t  contour  C  de  troisième  espèce  par  rapport  à  un 
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point  d'afjixc  z  =  a.  Cette  intégrale  étant  supposée  finie,  pour 
n  fini,  admettons  que  le  point  a  soit  séparé  des  singulaiités  de 
^(z)  et  de  Vovigine  par  des  espaces  finis.  Admettons,  en  outre, 
qu'on  puisse  écrire,  dans  le  domaine  de  a, 

F(.-)  =  F,(.-)+(i-.)"K--)[^og'(i-i), 
F,(.)=       A,(f-.r'Lo8-',fi-,' 


a  j  "^'     \a 


+  A,(:-iPLog'',.(^,-,), 


la  fonction  'j^(^)  étant  fiinie  dans  le  domaine  <T?e  «;  a,,  a^,  ...,  a  dési- 
gnant des  nombres  entiers  ou  fractionnaires  vérifiant  les  inégalités 

—  i<a,  <a,<...<a^<a; 

q^,  ^2,  ...,  qp,  q  des  entiers  positifs  et  A,,  Aa,  ...,  A,,  des  constantes. 
Dans  ces  conditions,  si  Von  pose 

l'intégrale  étant  prise  le  long  du  contour  C,  le  produit 

,,1+01. 

a"^ (M-N) 

n' augmente  pas  indéfiniment  avec  n. 

Évaluation  approchée  de  M.  —  On  admet  essentiellement,  pour 
appliquer  ce  théorème,  que  les  constantes  A  sont  choisies  de  façon  que 
les  déterminations  des  binômes  et  des  logarithmes  népériens  figurant 
dans  le  développement  de  F(^)  correspondent  à  celui  des  arguments  de 

1  qui  est  nul  pour  les  points  du  plan  situés  sur  le  prolongement, 
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au  delà  de  a,  du  segment  de  droite  allant  de  l'origine  à  ce  point  a. 
On  admet  de  plus  que  le  sens  de  l'intégration  est  tel  que  la  variable 
parte  du  point  a. 
Posons 

T  J     —  JL    ^''^    r(a^,4-  i)V{n  —  y.,,) 


p 


En   raisonnant  exactement  comme  nous  l'avons  fait  au    n°  3,  il 
résulte  du  théorème  IV  qu'on  peut  écrire 

(52)  M  =  A.U,  +AJJ,+...+  A^,r,,  +  N,, 

le  produit  On  .  ,  iN ,  n'augmentant  pas  indéfiniment  avec  //.  Par 
conséquent,  si  l'on  prend  A,U,  comme  valeur  approchée  de  M  on 
commet  une  erreur  de  l'ordre  de  -—  — rr^-'  c'est-à-dire  que  le  produit 


(M- A,V,)«" 


n'augmente  pas  indéfiniment  avec  n.  En  prenant 

M  =A,V, -f-A,V, 

on  commet  une  erreur  de  1  ordre  de  —-  — i—z- >  etc. 

L'erreur  relative  commise  en  prenant  pour  M  sa  valeur  approchée 
est  d'autant  plus  petite,  poui-  //  très  grand,  (|u'on  prend  plus  de  termes 
dans  le  second  membre  de  la  formule  (52). 

15.  Le  théorème  III  relatif  à  l'évaluation  approchée  des  intégrales 
de  la  forme 

prises  le  long  d'un  contour  de  première  espèce  par  rapport  à  un  point 
singulier  z  =  a  àe.  F(;),  peut  être  généralisé  de  la  même  manière  que 
le  théorème  II. 
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Nous  avons  trouvé  qu'on  a  (lemme  VII) 

/'    dz  I  Y{n~li) 


2il.f 


a 


a"  T{—h)T{n+  i) 


rintégrale  étant  prise  le  long  d'un  contour  de  première  espèce  par 
rapport  au  point  a.  On  tire  de  là,  en  différentiant  q  fois  par  rapport  à  /i, 

(53) ..  A'-^)';5('--^),, _ .  -  r(„ - „, 


a"  dhi  \\—  h)Y{n  +  ï)' 

et  il  en  résulte,  comme  dans  le  cas  de  la  formule  (5i),  que  rintégrale 
écrite  dans  le  premier  membre   est,  pour  n  très  grand,  de  Tordre 

^^  "  — hr  ^i  ^^  n'est  pas  un  entier  positif.   Lois([ue  h  est  entier  et 
positif,  Y^i — TT  étant  nul,  l'intégrale  est,  pour  n  très  grand,  de  Tordre 

de  4:^ 


Log'7-i/i 


«»+/' 


La  formule  (53)  suppose  d'ailleurs  essentiellement  que  les  déter- 
minations du  hinome  et  du  logarithme  népérien  qui  figurent  sous  le 

signe  /  correspondent  à  l'argument  i  —  -  qui  se  réduit  à  zéro  pour 

les  points  du  plan  situés  sur  le  segment  de  droile  joignant  l'origine  au 
pointa.  D'autre  part,  la  variable  en  cheminant  sur  le  contour  d'inté- 
gration  doit  tourner  autour  du  point  a  dans  le  sens  rétrograde. 

En  s'appuyant  sur  le  lemme  VIII,  sur  l'extension  du  lemme  VI 
(p.  268)  et  sur  le  résultat  que  nous  venons  d'obtenir,  suivant  d'ailleurs 
un  raisonnement  calqué  sur  celui  (jue  nous  avons  employé  pour  arriver 
à  la  démonstration  du  théorème  III,  on  arrive  à  étendre  ce  théorème 
comme  nous  allons  l'indiquer.  Il  y  a  cependant  une  légère  différence 
dans  l'application  du  lemme  VIII,  parce  que  le  long  du  chemin  de 
troisième  espèce  aB,  {Jig.  9)  on  doit  poser 


(■  -  -:)°i-r(.  -  «-) -K""(::  -  ■)"[" + '^°K^  -  ■)' 


1 


les  déterminations  du  binôme  et  du  logarithme  népérien  écrits  dans  le 
second  membre  correspondant  à  l'argument  de  -  —  i  qui  est  nul  pour 


a 
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les  points  du  plan  situés  au  delà  du  point  «,  sur  le  prolongement  du 
segment  de  droite  joignant  l'origine  à  ce  point  a. 

De  même  on  doit  poser,  pour  les  points  situés  le  long  du  contour  de 
troisième  espèce  aD,  {fi g.  9), 

(■  -  ^)''-S'('  ~  ^)-E  '-(^  -  .)"[-  -  +  Log(i  -  ,)]'. 

11  en  résulte  qu'au  lieu  d'avoir  à  considérer  deux  intégrales  dont  la 

somme  multipliée  par  a", — ^^  n'augmente  pas  indéfiniment  avec  /?, 

on  se  trouve  en  présence  d'une  somme  de  2^  +  2  intégrales  dont  le 
produit  par  le  même  facteur  n'augmente  pas  indéfiniment  avec  n. 

Ce  point  de  détail  réglé,  voici  comment  peut  s'énoncer  l'extension 
du  théorème  III  : 

Théorème  V.  —  Soient  n  un  nombre  positif  très  grand,  entier, 
fractionnaire  ou  incommensurahle ,  et  F(^)  une  fonction  indépen- 
dante de  n. 

Considérons  l'intégrale 


Je. 


r/t-t-l  ' 


prise  le  long  d'un  contour  de  première  espèce  par  rappoj't  à  un 
point  singulier  isolé  a  de  F(^).  Admettons  qu'on  puisse  écrirey 
dans  le  domaine  de  a, 

F(2)  =  9(.)  +  F.(.)  4- [(.  -  ^)""Log'(.  -  i)]  ■K-), 

'>!/(::)  désignant  une  fonction  analytique  finie  dans  le  domaine 
de  a,  9(^)  étant  holomorphe  dans  le  domaine  de  a  et  F,(;)  repré- 
sentant V  expression 

F^iz)=     A,(i-îy'Log.(x-^) 

+  A,fi-^y^LogvYi--W... 
îy'Log^H 


A,(i-i)"i.og>^.--|, 
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dans  laquelle  A,,  Aj,  ...,  A^  désignent  des  constantes ^  les  q  des 
entiers  positifs,  les  a  vérifiant  les  inégalités 

a,<a,<...<a^<a, 

Cf.  étant  en  outre  supérieur  à  —  i. 
Dans  ces  conditions,  si  l'on  pose 

^i^^=fF^{z)^,, 

l'intégrale  étant  prise  le  long  du  contour  C,  le  produit 

^i+a  ,  ... 

ci"^T—^, —  (M  —  N),         SI  a.  n  est  pas  un  entier  positif, 

ou 

a"  j — „,!-\    (^  "  ^)i         ^^  ^  ^*^  "'^  entier  positif , 

n'augmente  pas  indéfiniment  avec  n. 

Evaluation  approchée  de  M.  —  On  admet  essentiellement,  pour 
appliquer  ce  théorème,  que  les  constantes  A  qui  rentrent  dans  le  déve- 
loppement de  F,  (:j)  sont  choisies  de  façon  que  les  déterminations  des 
binômes  et  des  log'arithmes  népériens,  figurant  dans  le  même  dévelop- 
pement, correspondent  à  l'argument  de   i  —  -  qui  est  nul  pour  les 

points  du  plan  situés  le  long-  du  segment  de  droite  joignant  l'origine 
au  point  a.  De  plus,  on  suppose  que  la  variable  d'intégration  che- 
mine sur  le  contour,  de  manière  à  tourner,  dans  le  sens  rétrograde, 

autour  du  point  a,  dans  le  voisinage  de  ce  point. 
Si  l'on  pose 

TT     _I_     dly  r  (  /l  —  g,.  ) 

il  résulte  de  ce  théorème  qu'on  a 

(54)  M  =  A,  U,  +  A^U,  +  .. .+  A^U/,-t-  N',, 
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,1-^a 


,1  +  a 


le  produit  a" /^  „    N' ,  si  a  est  quelconque,  ou  a"     '\  ,    N!,  si  a  est 

entier  et  positif,  n'augmentant  pas  indéfiniment  avec  n. 

Les  termes  de  cette  somme  étant  tels  que  le  rapport  d'un  terme  au 
précédent  tend  vers  zéro,  lorsque  n  croît  indéfiniment,  si  l'on  prend  un 
certain  nombre  de  termes  comme  valeur  approchée  de  M,  on  commet 
une  erreur  de  l'ordre  du  premier  terme  négligé. 

Ainsi,  en  prenant  A,  U,  comme  valeur  approchée,  on  commet  une 

erreur  de  l'ordre  de  — -  ",_",'  ou  — -  — r-^  si  a,  est  entier  positif.  On 
peut  écrire 

le  produit 


M  =  A,U. (!  +  £,), 


n*2  ^1 


Lo 


Q^i-'Jx  n 


n'augmentant  pas  indéfiniment  avec  n. 

En  prenant  A,  U,  +  A^U^  comme  valeur  approchée,  on  peut  écrire 


le  produit 


M  =  (A,U,  +  A,U,)(i-+-£2), 


Log'73-'7,  n 


£o 


n'augmentant  pas  indéfiniment  avec  /^,  etc. 

L'erreur  relative  commise    sur  M   est  d'autant  plus  faible  qu'on 
prend  plus  de  termes  dans  la  formule  {^'x)  (')• 


(*)  î>e  théorème  peut  être  étendu  à  des  points  singuliers  auxquels  corres- 


pondent, dans  1^^,  (  c  ),  des  termes  de  la  forme  1  i 1    Log~'7 1  i j,  où  ^  est  un 


a 


a 


entier  positif.  Il  faut  partir  à  cet  effet  de  Tidentilé 


dz 


-«+1 


T{n  -\-  q  —  a  —  /i, 


-  /',) 


.  ,  .—  /i,,)T{n  -h  V  -h  i) 

Mais  on  est  ainsi  conduit  à  des  transcendantes  qui  ne  se  prêtent  pas  au  calcul 
numérique. 
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Remarque.  —  Si  le  coiilour  d'iiitéi^ralion  (Hait  cgaleinent  de  pre- 
mière espèce,  par  rapport  à  d'autres  points  singuliers  de  F(^),  situés 
à  la  même  distance  de  l'origine  que  le  point  a,  il  faudrait,  comme  on 
Ta  explique  à  propos  de  l'application  du  théorème  lif,  considérer 
séparément  chacun  de  ces  points  singuliers  particuliers  et  faire  la 
somuie  des  résultats  oh  tenus. 

Enfin,  pour  exprimer  M  suivant  les  puissances  descendantes  de  /i, 
il  faudra  développer  la  formule  (54)  au  moyen  de  l'expression  (/i3)de 
la  fonction  eulérienne  qu'on  peut  diflerentier  par  rapport  à  /?,  comme 
nous  l'avons  déjà  fait  ohserver. 

Le  théorème  qui  vient  d'être  énoncé  joue  un  rôle  capital  dans  mes 
recherches  sur  le  développement  approché  de  la  fonction  pertur- 
batrice. 

VI. 

Les  résultats  obtenus  aux  n*^^  14  et  lo  conduisent  à  la  valeur 
approchée  des  intégrales  de  la  forme 


I  =-_-  ff(u)o"(u)r/u, 


dans  des  conditions  encore  plus  générales  que  celles  dans  lesquelles 
nous  nous  sommes  déjà  placés. 

16.  Supposons  d'abord  que  le  contour  d'intégration  parle  d'un 
point  II  =.  c  et,  de  plus,  que  |9(w)|  <^  l9(<^')i'  ^^  long  de  ce  contour. 

Admettons,  en  outre,  qu'on  puisse  écrire,  dans  le  voisinage  du 
point  c, 

^/(f^)  =  B,(«  -  c)P.Log'A(w  -  c)  * 

(55)  -+-  ^.{ii  -  cf'-  Log'/-^(ï^  —  C-)  -+-. . ., 

(  (^{u)  =  (^{c)  -h  A,(w  —  c)*'H- Aa(w  —  c)*î  +..., 

[i,,  ^21  •••  étant  supérieurs  à  —  i  et  rangés  par  ordre  de  grandeurs 
croissantes,  a,,  a,,  . . .  désignant  des  exposants  positifs,  rangés  égale- 
ment par  ordre  de  grandeurs  croissantes,  les  q  représentant  d'ailleurs 
des  entiers  positifs,  les  B  et  les  A  des  constantes. 

Journ.  de  Math.  (G'  si'i'ie),  tome  IV.  —  F.tsc.  UI,   içjoS.  ^'] 
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Dans  ces  conditions,  l'évaluation  approchée  de  I  pour  n  très  grand, 
peut  être  ramenée  à  celle  des  intégrales  étudiées  au  n°  J  4. 
En  posant 


?(") 


on  ramène  l'intégrale  à  la  forme 


i=/f(--),:^ 


le  contour  d'intégration,  dans  le  plan  de  la  variable  ;,  étant  de  troi- 
sième espèce  par  rapport  au  point  r  =  —^5  comme  on  l'a  expliqué 

au  n°  12. 

Or,  des  équations  (55)  on  tire,  comme  au  n"  12,  en  écrivant  o  à 
la  place  de  ©(c), 


(56) 

et  Ton  en  déduit 


II—  c  = 


—  <o 
"A",' 


'(--?-■)" 


fJ,+  i-a. 


F(.)  = 


B,       /  C9 


a,  Al 


«1 


("i  -  0" 


P,+  i-a, 


X 


1  . 


I-"K  -f     (-r-.) 


'/, 


les  termes  non  écrits  conlenant  en  facteur  une  puissance  de  (ro  —  i) 
supérieure  à  — égale  au  plus  petit  des  nombres 


[So+i  — a,       jSi-i-i-l-a, —  2  a,        S,  4- i 
—  )     


(X, 


On  peut  encore  écrire 
X  [Log 


oc. 


^,-<-i-a, 


«1 


Pi+t-a, 


I 

9  \*' 
tj     '     y. 


M.og(..-oJ 


-7, 
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OU 

p,-t-i-a,   ^_ 

F(::)  =  .-.1l^(_  Jl)     "'       y' Zi:_ 


t 

'    •  V  7  1  '    ^ 

;-  =  0 


k(-^r]"'^(-^^ 


p,4-i-a, 


Ce   développement  de   F(^),   dans  le  voisinage  du   point  :j=-> 
donne,  en  appliquant  la  règle  établie  au  u°  14-, 

a,A,  V        aJ  ^r!(^.-/-)! 


;=0 


^b(-  I;)^]"""^ 


/  étant  mis  à  la  place  de  -  '  "' 


«1 


Les  termes  négligés  contiennent   en  dénominateur  une  puissance 
de  n  égale  au  plus  petit  des  nombres 


_S2+i        j3,+  i  +  a2— a,       (3,4-1 

>     5     +  I 

a,  «1  a, 

et  en  facteur  une  puissance  positive  de  Lpg/z. 

Il  reste  pour  clore  la  question  à  fixer  la  détermination  de 

(-^)     "  et  de        Log(-^)". 

On  part  à  cet  effet  de  la  formule  (56). 

Appelons,  comme  au  n°  12,  0  l'angle  que  fait,  avec  Taxe  des 
abscisses,  la  tangente  menée  au  point  u  —  c,  au  contour  donné,  dans 
le  sens  de  l'intégration  que  l'on  suppose  partir  du  point  c. 

Admettons  que  les  constantes  des  développements  (55)  aient  été 
choisies  de  telle  sorte  que  les  déterminations  des  binômes  et  des  loga- 
rithmes qui  y  figurent  correspondent  à  l'argument  de  «  —  c  égal  à  0 
pour  les  points  du  contour  infiniment  voisins  de  u  =  c.  Dans  ces  con- 
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ditions  on  verra,  par  dos  considérations  analogues  à  celles  qui  ont  été 


développées  au  n''  12,  que  Targument  de  [  —  4-]    qu'on  doit  prendre 


est  celui  oui  diffère  de  0  d'une  quantité  inférieure  à  — ^  en  valeur 

Pi-n-«< 

absolue.  L'argument  de  (  —  -r-  )  s'obtient  en  multipliant  celui 


de 


A, 


l 


par  fl,  -h  I  —a, 


17.  Supposons  maintenant  que  le  point  c,  dans  le  voisinage 
duquel /(m)  et  ç(w)  sont  exprimées  par  les  formules  (55)  ('),  ne  soit 
pas  une  extrémité  du  contour  d'intégration  C  de  l'intégrale 

l=jf{u)f{u)du, 

mais  qu'on  puisse  déformer  ce  contour  de  manière  à  le  faire  passer 
par  le  point  u  =  c  et  qu'il  jouisse  alors  des  propriétés  suivantes  : 
i*'  ce  nouveau  contour  C,  serait  équivalent  au  contour  donné  si  le 
point  u  —  c  n'était  pas  un  point  singulier  de  f{u)  et  de  ©(w);  2°  la 
plus  grande  valeur  de  l9(w)|  le  long  de  C,  est  |9(c)|. 

Il  y  a  alors,  comme  pour  le  problème  étudié  au  n"  15,  à  examiner 
trois  hypothèses  qui  peuvent,  se  présenter  quand  on  déforme  le  con- 
tour C,  pour  le  rendre  équivalent  au  contour  C  (se  reporter  au  n°  15, 
2^  cas)  : 

I*'  Lors(|ue   l'angle    sous-tendu  par  l'arc    t,    qui   a   été  considéré 

page  259,  est  inférieur  à  —5  on  voit,  comme  au  n"  15,  que  le  point  c 
ne  peut  servir  à  évaluer  l'intégrale  I  ; 

o 

2°  L'angle  sous-tendu  par  Tare  cr  est  comi)ris  entre  —  el  — ^  • 
o  i  '  «;        a. 

Dans  cette  hypothèse,  le  conlour  C.,,  que  nous  avons  considéré  au 

n°  15  et  qui  est  équivalent  au  conlour  C  pour  l'intégrale  proposée, 


(')  Les  exposants  (3  figurant  tlans  ces  développements  ne  sont  plus  astreints, 
dans  ce  qui  suit,  à  être  supérieurs  à  —  1. 
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ce  contour,  dis-je,  passe  par  des  points  pour  lesquels  |9(?^)|  >  l9(c)|. 
Appelons  0,  le  plus  petit  argument  positif  du  binôme  u  —  c  relatif  à 
l'un  d'eux.  Supposons  que  les  déterminations  des  binômes  et  des  loga- 
rithmes figurant  dans  les  formules  (55)  correspondent  au  plus  petit 
argument  positif  de  a  —  c. 

Dans  ces  conditions,  en  raisonnant  comme  nous  l'avons  fait  pour 


établir  la  formule  (49)  et  développant  F(3) 
page  276,  mais  en  partant  de  l'expression 


9  («  ) 


5  comme  a 


la 


on  a 


u 


p,-f-i-a, 


x:     0 --?)"+• 


(5:)     F(.)  =  - 


B, 


a,A,  VA 


J,-f-i-a, 


(■--^ï)" 


a, 


Losl^ 


)  '+5;Log(i  ----?) 


] 


F(:)  =  - 


OU 


a, A,  VA,;  Zdr\{q,—  r)\ 


B, 


o 


Loii" 


9 

a; 


'/,- 


p,+i- 


^(>--^?)     "'      [r.og(,-.y)]-  + 


;-  =  0 


(58) 


et  il  en  résulte,  en  appliquant  la  règle  établie  au  n*'  15, 


l^.+  i 


IIT. 


1  = 


a,   VA, 


=  7. 


/•  =  0 


1'/,-'- 


r(« 


0 


r(-or(«  +  3) 


i  étant  mis  à  la  place  de  — — -•  Cette  formule  suppose,  du  reste,  le 

a, 

sens  de  l'intégration  tel  que  la  variable  w  tourne  autour  du  point  c  dans 
le  sens  rétrograde  en  décrivant  la  partie  du  contour  Co  voisine  de  c. 
Les  termes  négligés  contiennent  en  dénominateur  une  puissance  de  u 
égale  au  plus  petit  des  nombres 


(32  +  '        (3,  +  i+a,  — a,        [3,+  i 


«1 


«1 


«1 


+  I 


et  en  facteur  une  puissance  de  Log/î. 
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On  verrait,  par  des  considérations  analogues  à  celles  qui  ont  été 

1 

/  CP  \^ 

développées  à  ])ropos  de  la  formule  (49);  ^ue  l'argument  de  (  -^  ) 
qu'il  convient  de  choisir  est  celui  qui  diffère  de  0,   d'une  quantité 
moindre  que  — ^  en  valeur  absolue.  De  même  l'argument  de  la  déter- 

/     (T)     \  Ot| 

mination  de  I  -^  1  <|u'il  convient  de  choisir  est  celui  qui  dilïére  de 

([3<  -h  I  —  a,)0,  d'une  quantité  moindre  que  — -  en  valeur 

absolue. 

,.,371 

3"  L'angle  sous-tendu  par  l'arc  a  est  supérieur  à  ■ — 


Si  cet  angle  est  compris  entre  (2A-  —  i)  —  et  (a/f  -i-  i)  — >  k  étant  un 

entier,  on  voit,  par  des  considérations  identiques  à  celles  qui  ont  été 
développées  à  la  fin  du  n^  15  (p.  263),  que  l'intégrale  proposée  est  la 
somme  de  A'  intégrales  de  la  nature  de  celle  dont  nous  venons  de 
trouver  la  valeur,  en  étudiant  la  seconde  hypothèse. 

Toutes  ces  intégrales  peuvent,  du  reste,  se  déduire  de  l'une  d'entre 
elles,  car  ce  qui  change  dans  le  développement  (  37  )  de  F(:;),  quand  on 
passe  de  l'une  à  la  suivante,  c'est  uniquement  l'argument  de  i  —  roqui 
varie,  en  plus  ou  en  moins,  de  211  suivant  le  sens  de  l'intégration. 
La  règle  à  suivre  pour  obtenir  ces  intégrales  est  donc  la  suivante  : 
Quand  on  aura  obtenu,  au  moyen  de  la  formule  (58),  une  des  inté- 
grales correspondant  à  un  secteur  hachuré  (^voir  la  lin  du  n°  15),  on 
obtiendra  l'intégrale  partielle  correspondant  au  secteur  hachuré  voisin 
rencontré  en  tournant,  autour  du  point  u  =  c,  dans  le  sens  direct,  on 

obtiendra,  dis-je,  cette  intégrale  en  remplaçant  le  rapport  j-,  dans  la 

formule  (58),  par^E'"",  Edésignant  comme  toujours  la  base  des  loga- 
rithmes népériens. 

L'intégrale  partielle  correspondant  au  secteur  hachuré,  rencontré 
ensuite  en  tournant  toujours  autour  du  point  u  =  c,  dans  le  sens 
direct,   s'obtiendra  de  même  en  remplaçant,  dans  la  formule  (58), 

-r-  par  -r-  E^'",  et  ainsi  de  suite. 
A,  ^       A, 
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Si  au  lieu  de  tourner  dans  le  sens  direct,  autour  du  point  c,  on 
tournait  dans  le  sens  rétrograde,  on  devrait  remplacer,  dans  la  for- 
mule (58),  ^  par  Y"  E~-"^  pour  l'intégrale  partielle  correspondant  au 
secteur  hachuré  immédiatement  voisin  de  celui  dont  on  est  parti,  puis 
par  -^  E  *"^  pour  l'intégrale  partielle  suivante,  etc. 
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Sur  l'équation  fonctionnelle  de  Fredholm; 
Par  m.  BRYON  HEYWOOD. 


CHAPITRE  I. 

THÉORIE    DES    FONCTIONS    FONDAMENTALES    RELATIVES    A     UNE     ÉQUATION     DE    FrEDHOLM. 

§  1.  —  Théorie  de  M.  Fredholm  (•). 
1.   On  appelle  les  deux  équations  suivantes  : 

i  ?(*)->rK-(*,o?(o^'-=/(-o, 

(•)  .. 

les  équations  fonctionnelles  associées  de  Fredholm  relatives  au 
noyau  K(5,  t). 

Dans  ces  équations  les  fonctions  K(5,  t)^f(s)  sont  connues,  et  l'on 
cherche  à  déterminer  <p(s),  -^(t). 

Les  limites  d'intégration  sont  fixes  :  elles  ne  seront  plus  désignées 
explicitement.  Il  est  supposé  d'abord  que  les  fonctions  ¥^(s,t),  /{s.) 
sont  finies  et  intégrables. 

M.  Fredholm  démontre  que  les  solutions  des  équations  (i)  dépendent 
d'une  cerlame  fonction  résolvante ,  K(5,  /,  X),  qui  satisfait  aux  équa- 

(')  IvAR  Fredholm,  Ofversigt  af  Kongl,  Vetenskaps-Akademiens  Forhand- 
lingar,  Slockliolm,  1900.  —  Acta  mathematica,  t.  XXVIl,  igoS. 
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284 
lions 


BRYON     HEYWOOD. 


i   —  K(5, /)+K(5,  ^,  à)=X  fK(s,  1)1^(1,  t,k)d'z, 
(2)         J  ^ 

I  ='kfK(s,i,'k)K{i:,t)d^. 

Il  est  facile  de  vérifier,  par  substitution  directe  et  tout  en  supposant 
l'existence  pour  une  valeur  donnée  de  X  d'une  fonction  K(5,  t,  X),  finie 
et  intégrable,  que  les  deux  expressions 


(3) 


o(s)=f(s)+-kfK(s,t,-k)f(i)dt, 


sont  des  solutions  des  équations  (i).  On  vérifie  de  même  qu'elles  sont 
les  seules  solutions,  en  substituant  dans  (3)  les  valeurs  de  /(s)  tirées 
de  (i). 

2.   M.  Fredholm  trouve  pour  la  résolvante  une  fonction  unique, 
méromorphe  en  X, 

K(.,a)=-i^. 

où  D  [     X  ],  D(X)  désignent  respectivement  les  fonctions  entières 


K 


D(     À 


D(X) 


.V,,   .V2-1 


=i^yy-A(::;::;;:;;::)*.'^=-^- 


1   ^n 


il,    l2)    •  •   •  )    ^/. 


I  étant  le  déterminant 


lv(,v,„/„) 


K(^.v,„/,)     lv(^.v„, /,)     ...     Iv(^.v„,/„) 
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On  appelle  D(X)  le  dèlcrminatil  relatif  au  noyaa  K(.s,  C).  Tous 
les  pôles  de  K(.ç,  /,  X),  considérée  comme  fonction  de  A,  sont  des  zéros 
de  D(}v);  ils  sont  par  conséquent  indépendants  de  .v,  /.  On  démontre 
facilement  que  tous  les  zéros  de  D(A)  sont  des  pôles  de  K(.s, /,X). 
On  a 


(4) 


/d(»^.=/k(.v.)^..-x//k(:;;:;)^..^. 


=  -.1d(A). 


Donc  \^  étant  un  zéro  d'ordre  p  de  D(X),  et  un  zéro  d'ordre  p^ 
de  D  (     "A  j ,  il  faut  qu'on  ait 

/?>^,  H-i. 

D'où  il  résulte  que  X,  est  un  pôle  de  Iv(5,  /,  X). 

Les  zéros  de  D(X)  ont  la  plus  g-rande  importance  :  on  les  appelle 
constantes  caractéristiques  du  noyau  K(5,^).  Nous  les  désignons 
par  les  symboles 

(5)  X,,     Xo     X3,     ...,     X„,     — 

Lorsque  X  est  inférieur  en  module  à  la  première  constante  caracté- 
ristique X,,  K-(.s-,  /,  X)  s'exprime  par  la  série 


(6) 


K(.v,  /,  X)  ^  K, (.ç,  /)  +  X  K,(5,  0 

-hX^K.,(.ç,/)4-...  +  X''lC,(.v,0 


Les  coefficients  sont  les  noyaux  réitérés.  Ils  sont  déterminés  par 
les  formules 

K,(.^,/)=:K(5,0, 

iv,(.s,  t)  =  j  K(.v,  t)  K(t,  /)c?t, 


(7)      ' 

K„(.v,0=j'K(.v,t)K„..,(t,/)^t 

I  =  y...   /K(.Ç,T,)K(T,,To)...K(T,,_,,^)û^T,n?T2...6/T„    ,. 


286 


BRYON    HEYWOOD. 


Si  la  longueur  du  chemin  d'intégration  est  l'unité,  et  que  M  désigne 
la  limite  supérieure  de  [  K(5,  /)  |,  on  aura 

|K„(.s,0|<lV1«. 
Le  rayon  de  convergence  de  la  série  (6)  est|X,  |.  On  a,  par  conséquent, 

I      H-  jvi 

5.  De  ce  qui  précède  il  résulte  que,  dans  le  cas  où  \  n'est  pas  égal 
à  une  constante  caractéristique,  chacune  des  deux  équations  (  i)  a  une 
solution  finie,  unique,  et  bien  déterminée.  Cette  solution  s'évanouit 
lorsque  yr .s)  =  o  identiquement. 

Lorsque  7.  est  égal  à  une  constante  caractéristique  A, ,  il  n'y  a  pas  en 
général  de  solutions  finies  des  équations  avec  second  membre.  Pour 
qu'il  y  ait  des  solutions,  il  faut  que  la  fonction  f{s)  satisfasse  à  cer- 
taines conditions,  comme  nous  le  verrons  plus  tard.  Mais,  pour  X  =  X, , 
il  y  aura  toujours  des  solutions  des  équations  sans  second  membre 


(») 


\  ?(-0  -  \f^^(-^,  0?(0  di  =  o. 


M.  Fredholm  écrit 


(9) 


D,- (■'"'' "'À 


l^a  fonclioii  D/.  est  entière  en  X,  les  variables  *,,  av.,   ...,  .ç^^;  ^,, 
L,,  .  ■  ..,  l/(  étant  arbitraires. 

Il  démontre  alors  que  si  l'on  a  identiquement 


s  , 


D(X.)  =  o,       Dl  ^  A,)  =  o, 


A',,   .Vj,    .  .  .  ,   .V,,_,     ^       \ 


D.    , 


l^,  f 2,  .  .  . ,  f,f—i 


liais  (lue 


.V,,    .V., .V,, 
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il  y  a  5^  solutions  indépendantes  de  chacune  des  équations  (8).  Pour 
la  première  équation  on  a  les  q  solutions 


Pour  la  seconde  équation,  on  a 

y*(o-(-')'-'  )'"'' 'r" ''^ '"i  et =1,2,...,?). 

\^l,   foj   •  •  •!   ^A— 1>  ^Ai  ^A-hli   •  •  -1   ^'// 

Il  n'y  a  pas  d'autres  solutions  indépendantes  des  équations  (8).  On 
appelle  les  iq  fonctions 

les  solutions  fondamentales  relatives  à  X, . 

Il  y  aura  une  solution  de  la  première  des  équations  avec  second 
membre  (i)  pour  X  ==  A,,  pourvu  que  les  q  conditions 


/^ 


jf{s)  ^.  {s)  ds  =  o,         ff{s)  W,{s)  ds  =  o,         . 
soient  remplies.  Cette  solution  aura  pour  expression 

(9.)        9(')=f(s)^'^fg(s,0/(0<fi  +  ^^>^M-'^\ 

où 


Les  coelTicients  «/(étant  arbitraires,  cette  soUition  a  le  de^ré  y.  d'indé- 
termination. 
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Il  y  aura  une  solution  pareille  de  la  seconde  équation  dans  les  con- 
ditions correspondantes. 

Il  a  été  supposé  que  le  noyau  K(.s^t)  était  fini.  Des  travaux  de 
MM.  Fredholm,  Hilbert  et  Plemelj  il  résulte  qu'on  peut  appliquer 
toute  la  théorie  précédente  lorsque  K(.ç,  t)  devient  infini,  pourvu  que 
ses  singularités  soient  d'un  ordre  plus  petit  que  l'unité. 

Enfin  on  peut  supposer  que  K(^,  ^)  ou  que  le  chemin  d'intégration 
soient  complexes. 


§  2.  —  Combinaison  de  deux  noyaux  orthogonaux  ('). 

4.  Deux  noyaux  K,  (5,  /),  K^(5,  /)  son\.  dits  oi^/hogonaiix  \orsqu  ils 
satisfont  aux  relations 


(10)       fK,(s,^)K,{i:,t)dz=fK,(s,'z)K^{i,f)dr:-- 
Nous  allons  démontrer  que  ta  résolvante  de 

est  la  somme  des  résolvantes  de  Ki(5,  ^)  et  de  Ka^f,  /) 

K(.ç,  t,  \)  =  K,  (.s,  /,  \)  +  K.(.v,  /,  X). 

Ecrivons  les  deux  formules 


o. 


(Il) 


(12) 


K,(.ç,  0  +  K,(.s, /,  X)  =  ^/k,(.9,  t)K,(t, /,  X)^T 

=  XyK,(T,/)K,(;.9,T,X)r/T, 

^2(5,  t)  -h  K2(5,  /,  X)  =  X  rK,(.v,  t)  K.(t,  /,  X)  di 

=  X  /'k,(t, /)K2(.v,  T,  X)^T. 


(')  M.  Goursal  a  trouvé  plusieurs  des  résultais  démontrés  dans  cet  article  et 
dans  le  suivonl.  Il  les  a  publiés  dans  les  Comptes  rendus,  octobre  et  no- 
vembre 1907.  J'avais,  de  mon  côté,  fait  cette  Conlmmiicalion  à  M.  Picard  à  la 
fin  f\y\  mois  de  juin  1907.  (  Voir  la  Note  de  M.  Picard  dans  les  Comptes  renrfns. 
Au  sujet  de  ma  Communication,  le  20  novembre,  p.  909.) 
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De  ( 1 1 )  et  (  1 2 )  dériven t  les  équations 

/  K,(5,  t)K2(t,  t,  'k)d^  =  /  K,(t,  1)^2(8,':,  \)d^  =  o, 

d'où  l'on  obtient,  en  les  combinant  avec  (11)  et  (12), 

1  — K,(^,/)  +  K,(5,^X)  =  X  fK(s,^)K,{^,t,\)dz 
(i3)  *^ 

==X  rK(T,0K,(5,T,X)6/T, 

(  —K^{s,i)-j- ¥..,(3,1,1)  =  !  fK(s,n:)K.,(^,t,\)dn: 
I  =lfK(^,t)K,(t,T,'k)dx. 

L'addition  de  (i3)  et  (i/j)  nous  donne 

/  -  [K.  (s,  t)  +  K,(^,  0]  +  [K.  (.9,  i,  \)  +  K,(^,  t,  X)] 
(i5)      I       ='kfK{s,^)[K,(^,t,'k)-{-K,(^,t,l)]d^ 

(        =  X y^K(T,  /)  [K,  (s,  T,  X)  -h  K,(5,  T,  X)]  ^T, 

équations  qui  déterminent  la  somme  K,  (5,  t,  X)  -h  K2  (5,  ?,  X  ). 
Or,  K(5,  /,  X)  est  déterminé  par  les  équations 

-  K(.ç,  t)  +  K(.s,  i,  X)  =  X  rK(5,  t)  K(t,  /,  X)  ^T 

=  X    /K(T,/)K(5,T,X)rfT, 

qui  sont  identiques  à  (i5). 

Puisque  ces  équations  ont  une  solution  unique,  il  faut  que    nous 
ayons 

K(s,t,l)  =  K^(s,t,l)-hK.,(s,t,l). 

6.  Le  déterminant  de  K(5,  t)  est  le  produit  des  déterminants 
de  K,  {s,  t)  et  de  ¥>..,{s,  t). 
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Pour  le  démontrer,  revenons  à  l'équation  (4);  elle  nous  donne 
(,6)      /K(.,  s,  X)ds  =-  j^  ^D(X)  =  -  ^[logD(>)]. 
Donc 

=  _  f[K,(s,  s,  1)  -h  K,{s,  s,  1)]  dl 


dl 
d 


[lo^D,(A)  +  logD,W] 


=  ^jlog:[D,(X)xD,X]!, 


d\ 


c'est-à-dire 


D(X)  =  CxD,(X)xD,(X). 


Pour  achever,  il  faut  démontrer  que  la  constante  C  est  égale  à 
l'unité.  Il  suffît  de  faire  X  =  o  : 


Donc 

07) 


D(o)  =  i  =  D,(o)x  D,(o). 


D(X)  =  D,(X)xD,(X). 


6.  De  la  dernière  proposition  il  résulte  que,  si  X,  est  une  constante 
caractéristique  de  K(5,  i),  elle  sera  aussi  une  constante  caractéristique 
oa  de  K,(*,  /)  oa  de  K2(5,  /),  ou  de  K,(5,  t)  et  de  ^^..{s^  t).  Prenons 
la  dernière  hypothèse  qui  renferme  les  autres  comme  cas  particuliers. 

Nous  pouvons  maintenant  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Les  solutions  de  Véquation 

(18)  -^,{s)-'k,JK,{s,t)o\t)dt  =  o 

él  les  solutions  de  Véquation 

(19)  9,(5)  -  -k^fK.is,  t)ci>,(f)dt  =  o 
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sont  aussi  des  solutions  de 

(20)  (p(5)  —  \^  l¥^{s^t)f^{t)dt  =  o. 

Les  solutions  de  (20)  sont  des  fonctions  linéaires  des  solutions 
de  (18)  et  de  (19). 

Nous  multiplions  l'équation  (18)  par  K2(r,  s)  et  nous  intégrons: 

K..,(r,s)o^(s)ds  =  1^  I  I  K.,(r,s)}Lf(s,i)'^^(t)dsdt  =  o. 

Donc 

<f,(s)-l,J'K(s,t)(^,(t)di 

=  ft(s)  —  l^  /  K,(.s',  t)(^t(t)dt  —  >^i  /  }s..,(s,'t)(Df(t)dt  =  o. 

Il  en  résulte  que  (p,(*)  est  une  solution  de  l'équation  (20).   De 
même  92(5)  est  aussi  une  solution  de  (20). 

Maintenant,  soit  o(s)  une  solution  quelconque  de  (20). 
Mettons 

\-k,  fK,{s,t)<o{t)dt  =  o\(s), 

(21)  J 

1  ?(*)  =  9',(-0-+-?ô(-0- 

Je   vais  démontrer  que  f\(s),    ^[(s)  sont   des  solutions  de  (18)   et 
de  (19)  respectivement. 

Des  équations  (20)  et  (21)  on  tire 

(22)  91(5)  =  \,Jk,(s,  t)<^(t)dt, 
d'où  il  résulte 

J'K,(s,t)(^'.,(t)dt=A,J'J'K,(s,t)K^(t,^)'^(':)dtdT  =  o, 

Journ.  de  Math    (6"  série),  loinc  IV.  —  Fasc.  111,  1908.  JQ 
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et,  d'après  (21), 

c'est-à-dire  que  (p',  (s)  est  une  solution  de  (18). 

De  la   même  manière,   en  nous  servant  de  (22),   nous  pouvons 
démontrer  que  ^f'^is)  est  une  solution  de  (19). 

Il  est  facile  de  voir  que  les  solutions  des  équations  avec  seconds 
membres 

9(5)  —AjK(s,t)  9(0  dt=/(s), 

<^,(s)  —  lfK,(s,t)o,(t)dt=f(s), 

<^,(s)  —  'kjK,(s,t)(^,(t)dt=f(s) 
satisfont  à  la  relation 


§  3.  —  Partie  du  noyau  relative  à  une  constante  caractéristique. 

7.  Nous  allons  d'abord  étudier  la  continuilé  de  la  résolvante 
K(5,  /,  X).  Supposons  que  K(5,  /)  soit  une  fonction  finie  et  continue 
de  5,  /;  K(5,  /,  X)  sera  aussi  une  fonction  finie  et  continue  de  5,  t  pour 
toute  valeur  régulière  de  X. 

Nous  remarquons  que,  si  K(5,  /,  }^)  a  des  discontinuités  autres  que 
ses  pôles  en  X,  ces  discontinuités  sont  indépendantes  de  X.  Donc  il 

suffira  de  démontrer  que  K(5,  /,  X)  est  continu  en  5,  t  lorsque  l'^l  <C  tï' 

M  étant  la  limite  supérieure  de  1K(5,  ^)|.  Nous  avons  vu  (§  I)  que  -rz 

était  au  plus  égal  au  module  de  la  première  constante  caractéristique. 
Donc  la  série 

(23)  K(5,/,X)=K,(5,/)-hXK,(5,/)  +  ...-f-X"-'K„(5, /)h-  r„(s,l,X) 
est   uniformément  convergente.   Nous  pouvons   toujours   trouver  le 
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nombre  entier  /z^,  tel  que  lorsque  n^n^,  nous  aurons 

|r„(5, /,  X)|<£, 


29.3 


où   £  est  un  nombre  positif  aussi  petit  qu'on   veut,    et  indépendant 
de  .V,  t. 

Le  noyau  K(.ç,  t)  étant  continu,  nous  pouvons  trouver  h  tel  que 

Le  noyau  réitéré  K„(5,  /)  est  continu  aussi,  et  satisfait  à  rinégalité 
\K,(s-hh,t)-K,(s,t)\ 


=  |/[K.(*  +  h,  t)—K(s,  t)]  K,_, (t,  0 d^ 


<M''-'£, 


puisque  |K,j|<M",  d'après  le  §  1 
Donc  nous  avons 

K{s  -{-  /i,/,  A)-  K(.s, /,  X)| 

n 

2;A^-'[K,(^-h/.,o-K,(^,o] 


n 


r„(.9-h  A,/,  X)-  J'n{s,t,X)\ 


<2l^'~'|M*~'£+21 


*=i 


< 


£     2  + 


I  — IXIM/ 


puisque  |  X  |  M  <;  i . 

Il  en  résulte  que  K.(s,  t,  A)  est  une  fonction  continue  de  5  quelle  que 
soit  la  valeur  de  t.  On  démontre  de  la  même  manière  que  K(.ç,  l,  \) 
est  une  fonction  continue  de  t  quelle  que  soit  la  valeur  de  s. 

Les  noyaux  discontinus  auxquels  on  a  jusqu'ici  appliqué  la  théorie 
de  Fredhohii  sont  tels  qu'à  partir  d'un  certain  noyau  réitéré  K{s,  t) 
tous  les  noyaux  réitérés  sont  finis.  Dans  ces  conditions  l'étude  précé- 
dente nous  permet  d'aftirmer  que  la  résolvante  K(.s,/,  X)  ne  peut 
avoir  de  discontinuités  que  pour  les  valeurs  de  s,  t  qui  rendent 
K(5,  t)  discontinu,  où  l'on  suppose  toujours  que  X  ait  une  valeur  régu- 
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lière.  Ceci  résulte  de  ce  que  les  noyaux  réitérés  sont  discontinus  seu- 
lement pour  les  valeurs  de  s,  t  qui  rendent  K(.9,  i)  discontinu. 

8.  Soit  X,  une  constante  caractéristique  quelconque  du  noyau  K(5,  /). 
Si  les  lettres  p,  ^,  r  représentent  respectivement  la  multiplicité  du 
zéro  X,,  du  déterminant  D(X),  le  nombre  de  solutions  fondamentales 
relatives  à  X,,  et  la  multiplicité  du  pôle  X,  de  la  résolvante  K(5,  ^,  À), 
je  peux  démontrer  l'inégalité  suivante: 


(^4) 


< 


r  -^-  q=p  +  I 


Les  conditions  du  S  1  nous  donnent 


D.(^0=°'  °<'::':;'') 


o, 


•  •  1  ^q—l 


X, 


=  o, 


\l\,  I2,    ■  ■  ■  ,  tq—i)  i-q         J 


Soient/),,  /?2,  • .-,  pq-\i  Pqir^  o)  les  degrés  de  multiplicité  du  zéro  X, 
pour  ces  fonctions  D,,  Do,  .. .,  D^.,,  D^  respectivement. 

Nous  avons  r  =  p  —  /?, . 

On  obtient  facilement  les  formules  suivantes  analogues  à  (4)  : 


/d.(:x)^..^-^d„(X), 


De  ces  formules  résultent  les  inégalités 


p-i  =  pv 


> 


/J,    -    I  1   />2 


> 


/>,-.   -i^Pq- 


i  1 


c'est-à-dire 


P^Pi-^  '  1  P^-^  - 


Pq-2-^q   —   2    :/>,/      ,    +-</      -     I  7. 
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Donc  on  a 

et,  par  conséquent, 


p^-^  ïlq, 


r  -h  qSp  -+- 1 


9.  Dans  le  voisinage  du  pôle  A,  nous  pouvons  écrire  K(.s,  /,  "k)  sous 
la  forme 

Nous  appelons  y(,v,  /,  X)  /«  partie  de  la  résolvante  relative  à  la 
constante  caractéristique  X,  \  nous  appelons  la  fonction 

(.7)      x>,0  =  xOv,o)=*-^  +  î^'+...+  î^> 

/a  partie  du  noyau  K(5,  ^)  relative  à  \^. 

Si  K(5,  t)  est  continu,  les  fonctions  cp,  (^,  /),  90(5,  ^),  . . .,  9r(-^j  0 
seront  également  continues.  Pour  le  démontrer  traçons  dans  le  plan 
des  \  un  contour  C,  qui  renferme  X, ,  mais  qui  ne  renferme  pas  d'autres 
constantes  caractéristiques.  Nous  aurons 

(28)         ^,{s,  t)  =  ^J^(\  -  ^r*  K(^,  t.  ^)  dx. 

La  résolvante  K(^,  /,  A)  étant  continue  sur  le  contour,  il  faut 
que  9v(*'5  0  ^^^'^  continu.  En  gén(''ral,  lorscpic  fv(.v,  /)  a  des  disconti- 
nuités, ©v(  -^5  0  "^  peut  avoir  de  discontinuités  que  pour  les  mêmes 
valeurs  de  .s,  /. 

10.  Rappelons  maintenant  la  formule  (16  )  : 
(16)  /K(..,.v,X)r/.s  =  -^[logD(A)|. 

Puisque  X,  est  un  zéro  de  D(X)  d'ordre  /?,  nous  avons 

D(X)  =  (A,  -  A/D'(Xj, 
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D'(X.)7^o. 


C?    ri  T^   />   xn  p  d 


^[logD(>)]  =-^  +  J^[logD'(À)l. 

L'expression -^[logD'(À)]  reste  finie  lorsque  X  tend  vers  X,,  et  nous 
tirons  de  (16)  l'équation 

(29)  \im  ('k^  —  \)  j  K(s,  s, 'k)ds  =  -\-  p. 

De  (26)  et  (29)  il  résulte  que 


(3o) 


1 1 .  Nous  écrivons  maintenant  les  équations  (2)  sous  la  forme  sui- 
vante : 

1  -K(5,/)  +  K(^,/,X) 
/3jJ      =('k-l,)fK(s,^)K.(^,f,l)di:-i-k,f¥.(s,'z)K(^,t,\)dx 

Si  nous  substituons  ensuite  l'expression  de  K(.s, /,X)  tirée  de  (26) 
dans  les  équations  (3i),  nous  aurons,  le  droit  d'égaler  les  coefficients 
do  (A,  —  X)~',  ( A,  —  X)  -,  ...,  (A,  —  a)"'"  dans  les  trois  membres. 
Ceci  nous  donne 

(32)  cp,.(.ç,  /)  =  A,     K(s,':)(^r(^,()dz  =  A,  I  K(  T,  /)^,.(.v,T)<yT, 

(33)  ' 

i  =X,    /  K(T,  /)^;._,(.V,  T)r/T  —    /   K(  T.  /)9^(.V,  tV/t, 
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et 


(34) 


ICp,(5,  t)  =  X,  /K(.y,  T)cp,(T, /)c?T — /K(.s,  t)<P2('^j  O^'^ 
=  X,  /  K(t,  /)cp,(5,T:)t/T  —  /  K(t,  ;)cp2('5^)'^)<^T^j 

(35)   I       ='kjK{s,'z)<^,{^,t,'k)d^-jK(s,z)(^,(^,i)di 
f       =  X  /  K('t:,  ^)(po(5,  T,X)i^T — /  K(t, /)cp,(5,  t)6/t. 

On  transforme  ces  équations  aux  formes  suivantes  : 

(36)  /  K(5,T)cp^(T, /)é/T=  /K(t,/)9^(5,  T)â?T  —         , 


9r(s,  t) 


j  K(s,n:)^^(^,  t)d^  =     K(t,  /)(p,(5,  t)  c?t 
(38)       '  _  yi(-v,  0    ,    ?.(^,  0    ,        ,    y;-(.y,  0 

X  h^(s,  t)©o(t^5  t^\)d'z  —       X 1  K(i,  /)cpo(^?  1,1) d^ 

=  -  K(5,  0-f-?o(*,^^) 


(39) 


9o(5,  /,  X)— 9o(*,  ^o). 


On  multiplie  ensuite  l'équation  (2)  du  §  1  par  9^(^,7')  et  on  l'in- 
tègre par  rapport  à  i.  En  se  servant  de  (36)  on  a,  après  un  léger  chan- 
gement de  notation, 


(4o)        fK(s,  T,  X)  Ç,(t,  0  d^  --=/K(t,  t,  X)  9,(5,  T)^T  =  ^ 


) 
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Et  de  la  même  manière  on  obtient  les  autres  équations 


(40 


yK(.s,  T,  1)  9^_,  (t,  /)  d'  =yK(T,  /,  1) Or-i  (5,  ^)d' 


_  cp,-i(.y,  0        y,-(^,  0 


(42)     \  _9i(-y,0    ,     9->(^,0    ,         ,     ?;•{«.  0 


x(*5  ^  >0- 


(>•!->■)' 


On  se  sert  de  nouveau  de  l'équation  (26)  pour  séparer  dans  les 
équations (4o),  (4i),  (4^) les  coefficients  de  r—— y.  Ji  _y  xa '  •"'  TTZITy' 
et  l'on  obtient  ainsi  une  série  d'équations  qui  se  résument  sous  la  forme 
suivante  : 

(43)  J<^,n{s,  t)  cp«(T,  /)  di  =j(^„,(s,  t)  9,„(t,  t)di  =  o 

si  w  H-  «  >►  /'  -h  I  , 

si  m  H-  /z  i  r  H-  I , 

(44)        J(f,n(s,  t)  (po(T,  /,  X)^T  =JOo(s,  T,  X)  9,„(t,  0  C^T  =  O, 

pour  toute  valeur  de  m. 
1 1 .   A  l'aide  de  (i  i)  on  peut  démontrer  que  les  deux  parties  de 

l^(*»0  =  /.o(«,0  +  ?o(*^^t)) 

sont  orthogonales.  On  a,  pour  toute  valeur  régulière  de  A,  a, 
(44,  )    yx(5,  T,  X)  cpo('c,  i,  l^)  d^  =J  ?o(*,  ""'^  V-)  VX^^  U  ^)  d-  =  <>• 
Faisant  X  =  o,  [x  =  X,  nous  avons,  d'après  (Sq), 

-  cpo(^,  ^  o)  +  9o(*,  1,1)  =  1  /  9o(*,  '^,  o)  ?o('^^  ^  ^0 ^' 
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et,  d'après  (2), 

(40)  ^' 

On  peut  donc  dire  que  les  foiicLions  0(,  (.v,  /,  o)  et  y  (ô-,  /)  sont  ortho- 
gonales et  ont  respectivement  pour  résolvantes  des  fonctions  On{s,  l,  a), 
y  (5,  ^,  X),  Il  résulte  que  nous  pouvons  appliquer  les  considérations 
du  §  2,  et  que  nous  pouvons  considérer  à  pari  la  partie  /  (-^j  l)  du 
noyau  K(^,  /)  relative  à  X, . 

Le  déterminant  de  y  (.s,  /)  est  donné  par 


d_ 


[logD'(X)]  =  -fyXs,  .,  ■k)ds  =  j^  =  -^ 
Par  conséquent, 


D'(a)  =  (a  —  X,)/'X  const. 
Mais 

D'(o)=.i, 
et  Ton  a 


(47)  ^'W 


IV 


I  —  ^ 


^1 


C'est  le  facteur  du  déterminant  D(X)  de  K(5, /)  relatif  à  la 
partie  yfs,t). 

On  peut  démontrer  que  les  parties  du  noyau  relatives  à  deux  con- 
stantes caractéristiques  sont  orthogonales. 

Soient  yj{s,  t),  y_2(-^7  0  ^^^  parties  du  noyau  K(5,  t)  relatives  à  X,, 
X2;  soient  yj(-?,  t,  X),  y^^Çs,  /,  X)  les  parties  correspondantes  de  la  ré- 
solvante. On  a 

K  (s,  /,  A)  =  X,  (.9,  /,  1)  +  y., {s,  t,  1)  +  9;, (.9,  /,  X), 
et,  en  appliquant  les  formules  (44i)i 

Jyj  (-'^  ^)  [x.(^.  ^  ~'^)  +  '^K-^.  ^  '>^)¥f 

=^j'h  (''  ')  ['/.A-^^  ^^  ^^^)  +  ?o(-"^^  ''  ^OJ  ^^'  =  <>• 

Journ.  de  Math.  (6°  série),  tome  IV.  —  Fasc.  III,  1908.  40 


3oo 


BRYO>'    HEYWOOD. 


La  fonction  <^'„(s,  i,  X)  reste  finie  lorsque  A  s'approche  de  A^;  donc, 
en  se  souvenant  de  la  forme  de  /^.(.ç,  ^,  X),  on  aura 

Faisant  X  =  o, 

(47.)     J'h{-^^^')'/A'-'^t)<^''^  =j'h{'~^^  n'/A-^r')dz  =  o. 

Nous  avons  donc  démontré  que  y,  (.?,  ^),  72  (-^5  0  ^^^^^  orthogonales, 


S  4.  —  Fonctions  fondamentales. 


12.  Envisageons  maintenant  la  fonction  9^(5,  /).  L'équation  (32) 
indique  qu'elle  est  une  solution  de  chacune  des  équations  associées  de 
Fredholm  sans  second  membre  pour  X  =  A,.  Donc,  considérée  comme 
une  fonction  de  5,  9,  (-^j  t)  est  la  somme  de  q  fonctions  indépendantes 
au  plus.  De  même,  considérée  comme  une  fonction  de  /,  o,.{s^  t)  est  la 
somme  de  q  fonctions  indépendantes  au  plus.  Nous  pouvons  écrire 
9^(5,  t)  sous  la  forme 

9,(5,  0=2^a(5)v]a-(0- 

D'après  l'équation  (33)  on  voit  que  9;._,(.s, /)  est  une  solution  de 
chacune  de  deux  équations  associées  de  Fredholm,  avec  second 
membre,  pour  X  =  X,.  Les  conditions  du  §  I  pour  l'existence  des  solu- 
tions sont  nécessairement  remplies,  d'après  (48).  La  forme  des  équa- 
tions (9,)  démontre  que  9r-i(*iO  ^^^  aussi  la  somme  d'un  nombre 
fini  de  produits  : 

2'/ 
A  =  l 

Nous  examinons  de  proche  en  proclie  toutes  les  fonctions  o^_.^{^s^  l  ). 
9,_;,(-v,  ^),  . . .,  91(5,  0,  et  nous  trouxoiis  enfin  ipic  9,  (5,  /)  est  aussi  la 
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somme  d'un  nomljre  fini  de  produits  : 

n 

?.(^,o=2?a(-^)']^/c(0- 

Nous  substituons  cette  expression  dans  une  des  équations  (4'^)  '- 
Il  en  résulte 

Nous  supposons  que  les  fonctions  cp,  (5),  . . .,  9,, (5)  sont  indépendantes, 
et  que  les  fonctions  '-|>,(^),  ..-,  ^'«(0  ^^^^  aussi  indépendantes.  Dans 
ces  conditions  nous  égalons  les  coefficients  de  9^(5)  '\'j(f)  dans  les  deux 
membres.  Ceci  nous  donne  les  relations 

1  pi,(s)  '\;j(s)  ds  =  0      si      A^  ^y, 

(48)  =1         si         k=j\ 

{  /  ?i  ('^'î  s)ds  =  n. 

Rappelons  une  des  équations  (3o), 

OÙ  p  est  le  degré  du  zéro  X,  de  D(X). 
Nous  avons  n  ^:  p, 

(48.)  9.(-^'.0=i?AW'K(0; 

nous  appelons  les  2/?  fonctions 
fondions  fondamentales  relatives  à  A,. 
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Si  un  zéro  de  degré  y?  de  D(a)  est  considéré  comme  p  zéros  dis- 
tincts, on  peut  dire  qu'^//^e  paire  de  fonctions  fondamentales  corres- 
pond à  chaque  zéro  de  D(X). 

Les  fonctions  fondamentales  relatives  à  À,  satisfont  aux  équa- 
tions (4^).  Elles  constituent  uîi  système  biortho^^onal. 

13.   Considérons  maintenant  la  fonction  92(-?,  Oi  fl'après(43),  on  a 

(5o)     J  o.,{s,^)o,{z,  t)  d'  =  J  o,(s,z)o.,{-,  t)dz  =  o.,(s,  t). 

Il  est  clair  que  90(5,  t)  est  une  fonction  linéaire  homogène  de  9,(5), ..., 
Ojj(s)  et  aussi  de  '|,(/),  . . .,  '\^/,iJ)'  On  peut  écrire 

(5i)  ?2(5,0=2^0A?y(-^)'1^A(0- 

Les  équations  (  )o)  sont  ainsi  vérifiées.  El  puisque,  d'après  (^3o),  on  a 

/  9.^(5,  s)  ds  =  o, 
il  faut  que  l'on  ait 

Les  autres  fondions  93(5,/),  ...,  9,.(.y, /)  s'expriment  maintenant  à 
l'aide  des  équations  (4^)  en  fonctions  de  9,(5),  ...,  '-^1(01  •••? 
a,,,  r/jj,  ....  On  a 


'./' 
©<  ' 


(52) 


93(5,0=      2     «O-«yA?'(-0'|A(0, 
1./' 


,>/,/ 
i./» 


Mais  il  faut  en  môme  temps,  à  cause  des  équations  (3o),  que  les  coefli- 
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cients  c/, ,,  a,2,  ...  satisfassent  à  certaines  conditions,  à  savoir 


5oi 


2       «/A  «A/ =05 


lÂ 


(53) 


2     a,jajkaki=o, 
ijk 


a,    ,    «,    ;     .   .    .  O:         ,     ^    O  . 


/,'.j  ...<;-i 


On  aura  aussi,  dans  les  cas  où  r<C.p,  à  admettre  que  tous  les  coeffi- 
cients de  (D,.^^  {^s,  l)  sont  nuls. 

14,  D'autre  part,  si  nous  choisissons  ayo  fonctions  cpi(^),  ...,  9/,(s), 
'\f^  (/),  . . .,  '^p{t)  et  p-  coefficients  a, , ,  . . . ,  a^,/,  qui  satisfont  aux  condi- 
tions précédentes,  nous  pouvons  construire  un  noyau  auquel  toute  la 
théorie  s'appliquera.  Les  coefficients  ont  un  haut  degré  d'indétermi- 
nation; en  particulier,  nous  pouvons  associer  à  chaque  ciji,  un  même 
facteur  indéterminé  [x. 

Ecrivons  y^{s^  t)  sous  la  forme 

'-F 

Je  dis  que  les  coefficients  de  9, (-y),  ^■2{-^)^  •  •  •?  ?/X'^)  ^^"^  ^^^  fonc- 
tions de  /  linéairement  indépendantes.  S'il  n'en  était  pas  ainsi,  il  serait 
possible  d'écrire 


/'-» 


(54) 


7X^,o=i;?;(o^^;(o 


k=i 


en  somme  de  p  —  i  produits.  Il  est  facile  de  voir  que  le  déterminant 
du  noyau  (54)  6st  de  deg^ré  p  —  i  au  plus.  En  efïet,  le  coefficient  de  A'' 
dans  D(X)  est  rintég;rale  du  déterminant 


X 


•  1   */) 


.  .  .  ,   ..p 


X(*n*.)      X(^n^2) 

7X*2,5<)         X(«2,*2) 


X('^2,^/0 


x(-^'-"^'i)    /XV^'O     •••     7A-V*/^) 
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qui  est  identiquement  nul.  De  même,  les  coefficients  de  a^"*"',  a^"^-,  . . . 
s'évanouissent.  Mais  nous  savons  que  le  déterminant  du  noyau  /  (.s,  /) 

est  f  I  —  y  j   •  Donc  l'équation  (54)  est  impossible. 

Nous  voyons  donc  que  les  fonctions 


(55) 


a,,^{/,(/)  +  a,. '^2(0 

«2)    'h(0  -+-  °'-22   '\'-Aj) 


OL 


Ip 


«y..    '>P<(0  +  Vl2(0 


sont  linéairement  indépendantes.  Par  conséquent,  le  déterminant 


a. 


ne  peut  pas  s  évanouir. 

Or,  chacun  des  coefficients  &.,„„  est  un  polynôme  de  degré  /-  —  i  au 
plus  en  [j.,  qui  est  le  facteur  indéterminé.  Donc  le  déterminant  ||a,„„]| 
est  un  polynôme  en  fx  de  degré /?(/■  —  i)  au  plus,  et  dont  le  terme  ab- 
solu est  l'unité.  Puisque  le  déterminant  ne  s'évanouit  pas  et  que  le 
polynôme  ne  peut  pas  avoir  de  zéros,  il  faut  que  ce  polynôme  se  ré- 
duise à  son  terme  absolu,  c'est-à-dire 


(56) 


^jk\\  =  ^ 


Si  Ton  développe  ||  oL^nW  ^n  fonction  homogène  des  ajj,^ 

ayytil  =  I  +  A,  +  A.  -^. .  .4-  A,,(^_,„ 


on  aura 


(5?) 


A,  =  0,         A2=o, 


An(r-0  ^• 


Les  conditions  (57)  (qui  ne  sont  pas  indépendantes ")  équivalent  aux 
conditions  (5i,)  et  (53). 

15.  Nous  avons  vu  dans  le  §  1  que  la  fonction  ^,  (.9,  /)  ne  peut  avoir 
que  des  discontinuités  de  la  môme  nature  que  celles  de  K(5, /).  Si 
Q^(s,t)  a  une  discontinuité  au  point  (.Çq,  /o\  ^'  f^uidra  soit  que  Tune 
des  fonctions  9,(*)?    •••?   9/>('^)  ^^^  une  discontinuité  à  .ç  =  .ç^,  soit 
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que  l'une  des  fonctions  ']',(i)i  •••'  'h'iO  ^^^  "'^^  discontinuité  à 
t  =  f^,  à  cause  de  l'équation  (48,).  Mais,  si  Oq(s)  est  discontinue 
pour  s  =  .Vf,,  la  fonction  9,  (s,  /),  et  par  conséquent  le  noyau  K(.s,  ^), 
sera  discontinue  pour  s  =  s^^  quel  que  soit  t.  Il  en  résulte  le  théorème 
suivant  : 

Toutes  les  fondions  fondamentales  cpo(*)  seront  continues  au 
point  s  =  ^0  5  à  moins  que  le  noyau  K(5,  /)  ne  soit  discontinu  pour 
s  =^  s^  i ndèpcndamment  de  t. 

En  particulier,  l'ensemble  des  noyaux  qui  deviennent  infinis  de  la 
même  façon  que  (s  —  ^)~*,  où  a  <;  i ,  lorsque  s  tend  vers  ^,  mais  qui  sont 
ailleurs  continus,  ont  toutes  leurs  fonctions  fondamentales  finies  et 
continues. 

16.  Dans  le  cas  où  K(.s,  /)  et  X,  sont  réels,  nous  pouvons  toujours 
supposer  que  les  fonctions  fondamentales  sont  réelles.  En  efTet,  si  nous 
avions  la  paire  complexe 

'^,(s)  =  o'{s)  +  i'D"{s), 

nous  aurions  la  paire  conjuguée 

92(5)  =  9'(^)  —  «"?"(*)» 

et  il  est  facile  de  voir  que  nous  pourrions  remplacer  le  système  com- 
plexe 

9,(5),     92(5), 

par  le  système  réel 

29'(^),     -29"(.0, 

qui  remplit  les  conditions  suffisantes. 
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17.  Nous  avons  vu  que  les  fonctions  fondamen laies  relatives  à  une 
constante  caractéristique  formaient  un  système  biorthogonal.  Nous 
allons  démontrer  maintenant  que  les  fonctions  fondamentales  rela- 
tives à  l'ensemble  des  constantes  caractéristiques  forment  un  même 
système  biorthogonal. 

Soient  X,,  Xo  deux  constantes  caractéristiques  du  noyau  K(.s, /); 
X<('^'  /),  '/2(*,  0'  ^^^  parties  de  K(5,  /)  relatives  à  A,,  Ao,  sont  ortho- 
gonales. Il  en  résulte  que 


l'/,(s,t,'k)y.,(^.,t,  u.)d':  =  o. 


Séparons  le  coefficient  de  (X,  —  X)~*  (X.,  —  [jl)~'  qui  est  identique- 
ment nul  : 


(Oft"(^) 


i;?r(-^)'i 


.>  =  ! 


'/(')]  d-.. 


A  cause  de  l'indépendance  des  fonctions  cp"'(5)  et  des  fonctions  'j/^-'(/), 
on  a 

f'V/!\^)  9T(^)  di  =  o         (A-  =  I,  2,  ...,/?,);  (y  =  1 ,  2,  ... ,  /;,)• 


De  même  on  a 


/>;'(t)9-(^)^/-  =  o. 


Donc  les  fonctions  fondamentales  relatives  aux  deux  constantes  carac- 
téristiques X,,  Xo  forment  un  même  système  biorthogonal,  et  la  géné- 
ralisation énoncée  ci-dessus  en  résulte  immédiatement. 

18.   Nous  considérons  maintenant  les  solutions  des  équations  sans 
seconds  membres 

9(5)  — X,yK(,v,/)9(0û?^  =  o, 
']^{t)—\j¥.{s,t)-]^{s)ds  =  o. 
D'après  ce  qui  a  été  démontré  dans  le  t^  2,  on  voit  (juc  les  solutions 
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seront  les  mêmes  (juc  celles  de 


Elles  seront  donc  des  fonctions  linéaires  homogènes  des  fonctions  fon- 
damentales 


■KO=^y^'h(0- 


/.=i 


Ces  fonctions  seront,  en  général,  en  plus  petit  nombre  que  les  fonc- 
tions fondamentales;  dans  le  cas  seulement  où  /"^i,  il  y  a  coïnci- 
dence entre  les  fonctions  fondamentales  et  les  solutions  fondamentales; 
cette  catégorie  renferme  les  noyaux  symétriques  (voii'  Cliap.  II,  s>  2). 

19.  Remarqiions  enfin  que  nous  aurons  plusieurs  développements 
en  série  intéressants,  dans  le  cas  où  ces  séries  sont  anifonnément 
convergentes. 

Le  noyau  K(^5,/)  et  la  résolvante  se  développent  suivant  leurs 
parties  : 


K(5,0      =K„(.ç,0      +x,(.9,0      +%.{s,t) 


•  5 


•  1 


OÙ  IVo(.ç, /)  est  un  noyau  sans  constante  fondamentale  et  lVo(5,  ^,  A) 
est  sa  résolvante. 

Les  solutions  des  deux  équations  associées  se  développent  suivant 
les  fonctions  fondamentales 

?(-5)  =  /(*)  +  «.  ?<  (:^)  +  ^2  ?:.(-^)  +  •  •  -, 

'KO --= /(O  +  ^ 'J^.  (0  +  ^2  ^.(0  +  •  •  •• 

20.   Pour  compléter  ce  Chapitre  nous  allons  donner  un  exemple 

Journ.  de  Math.  (6«  série),  tome  IV.  —  Fasc.  III,  1908.  M 


3o8  BRYO>'    HEYWOOD. 

d'un  noyau  dont  la  résolvante  a  un  pôle  double.  Un  noyau  avec  le 
système  biorthogonal 

et  la  seule  constante  caractéristique  A,  aura  la  forme 

=     ^[?.(-<>')+.(0-^?.W'|2(0] 

+  «2,  ©2(5)  '\>,  (t)  -h  «22  o,(s)  '^2(/)] 

(où  nous  avons  omis  un  terme  qui  représenterait  une  partie  du  noyau 
sans  constante  caractéristique).  Pourvu  que  le  second  terme  ne  s'éva- 
nouisse pas  identiquement,  il  y  aura  une  seule  solution  de  chacune  des 
équations  sans  seconds  membres,  à  cause  de  la  relation 

r-\-qip-\-J. 
Les  coefficients  a  doivent  satisfaire  aux  conditions 

«,,  -h  «22  =  ^1 

a'; , -h  2 a, 2 «:, ,  4- «i;^  =  o. 
Faisons 

a,,  =  ap,         a,2=  —  a, 
on  trouve 

«22  =  —  oc[^,  a.,f  =  a[i}-  ; 

donc 

les  constantes  3c,  fJ  ayant  des  valeurs  quelconcjues. 
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Nous  pouvons  dire  maintenant  que  le  noyau 


a  la  résolvante 


1 

%\o,(s)-i-^o,{s)\\{i'}^Aj)-UO\ 


x(.v,/,X)  =  --^[9,(.ç)^,(0  +  ?.W'^^.(01 


ii-i 


Cf. 


-|o.(.v)+P9,(.)J[?'|.(0-'J^.(0] 


et  les  solutions  fondamentales 

Si  a  =  o,  il  y  aura  deux  paires  de  solutions  fondamentales  coïncidant 
avec  les  fonctions  fondamentales. 

Nous  donnons  les  deux  exemples  particuliers  : 

(o,27r),     y  (5, /)  =  -^  (sin.ssin/ +  C0S5C0S/) 

4-  ^^(sin^  H-  Pcos5)(^  sin^  —  cos^), 

(0,1),     y  (5,/)=  ~|i  -  (65  -  ^)(6/-  s)\  +  ^(35-  2) (3^  -  2). 


CHAPITRE  II. 

APPLICATIONS    DE    LA    THÉORIE    PRÉCÉDENTE. 

§  1.  —  Nombre  de  constantes  caractéristiques. 

1.  Il  est  facile  de  construire  des  exemples  à  l'aide  de  la  théorie 
exposée  dans  le  Chapitre  I.  Etant  donné  un  système  biorthogonal 
quelconque,  nous  pouvons  le  diviser  en  groupes  de  fonctions  et,  avec 
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chaque  groupe,  nous  pouvons  construire  une  partie  fondamentale  à 
lacjuelle  nous  attachons  la  constante  caractéristique  que  nous  voulons. 
La  somme  de  ces  parties,  supposée  uniformément  convergente,  est  un 
noyau  dont  nous  connaissons  les  constantes  caractéristiques,  les  fonc- 
tions fondamentales  et  les  solutions  fondamentales. 

Le  problème  inverse,  consistant  à  déterminer  le  système  biorlho- 
gonal  d'un  noyau  donné,  est  résolu  par  la  méthode  de  M.  Fredholm. 
Si  nous  pouvons  séparer  le  noyau  en  plusieurs  parties  orthogonales, 
chacune  de  ces  parties  peut  être  considérée  à  part  et  le  problème  sera 
simplifié.  Si  nous  pouvons  trouver  toutes  les  parties  fondamentales,  le 
problème  sera  résolu  sans  avoir  recours  à  la  méthode  de  M.  Fredholm. 

2,  Il  y  a  des  noyaux  sans  constante  caractéristique,  par  exemple  la 
fonction  — ;; pour  1  intervalle  (o,  27:),  ou  encore  la  série  supposée 


>.i 


convergente 


V  a,nn  cos ins  sin  /z/. 


Les  noyaux  des  équations  de  Volterra  appartiennent  aussi  à  cette 
classe,  car  ils  satisfont  à  la  relation 


K(5, /)  =  o 


pour 


t>_s. 


Lorsque  nous  avons  séparé  les  parties  relatives  à  toutes  les  con- 
stantes caractéristiques,  il  peut  rester  une  partie  qui  n'a  pas  de  con- 
stante caractéristique  que  nous  pouvons  appeler  la  partie  relalke  à 
r  infini. 

Donc  la  forme  la  plus  générale  du  noyau  à  n  constantes  caractéris- 
tiques distinctes  est 

(r)    K(.ç,  I)  =  X,  (.ç,  /)  +  /,,(.v,  t)  +  /^,(.v,  /)  -^  . . .  -+-  y,,{s,  f)  4-  x^.v,  /), 


où  y ,,  y^,  . . . ,  •/«  sont  les  parties  relatives  à  A,,  Xo,  . . . ,  X„. 

Nous  allons  examiner  maintenant  quehjucs  cas  où  le  nombre  de 
constantes  caractéristiques  est  infini. 
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o.   M.  Hilberl  ('  )  définil  le  noyau  fermé  au  cas  symétrique  par  la 
condition  qu'il  n'existe  pas  une  fonction  continue  /(s)  IcUe  que 


(2)  ^\K{s,l)f{t)dl 


O. 


Nous  pouvons  prendre  la  même  condition  pour  définir  le  noyau 
asymétrique  fermé  par  rapport  à  t. 

Nous  dirons  que  le  système  biorthogonal 


(3) 


est  fermé  par  rapport  à  t  lorsqu'il  n'existe  pas  de  fonction  con- 
tinue /"(ç)  telle  que 

^'\n{s)f{s)ds=Q 

pour  toute  valeur  de  n. 

Dans  ces  conditions,  nous  pouvons  démontrer  que,  si  le  système 
biorthogonal  d'un  noyau  est  fermé  par  rapport  à  t,  le  noyau  est 
aussi  fermé  par  rapport  à  t. 

Supposons,  si  c'est  possible,  qu'il  existe  une  fonction  f(s)  telle 
que 

fK{s,t)f{t)dt  =  o. 

Envisageons  la  constante  caractéristique  X,  à  laquelle  correspond  la 
partie  fondamentale 

(4)  1(^,0  =  il^-^j?^{^)UO' 

Nous  écrivons 


(')  David  Hilbert,  !\acti.  zu  Gôttingen^  i9o4i  Hefi  1. 


:)i2 

or  on  a  l'équation 
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f\^{-s,f)'h(s)ds=^^^y.j,-h{f)' 


donc 


(5)      ^^^20Lj,'^,=ff¥.(s,0']>j(s)f(t)dsdt=O        (j=U'2,...,p\ 

/, 

Ainsi  les  quantités  [3  satisfont  aux  p  équations  linéaires  sans  seconds 
membres   (5).    Mais  nous  savons  (Chap.   I,  §   3)    que   le   détermi- 

de  ces  équations  est  égal  à  l'unité  (  en  omettant  le  facteur 


nant    |  onj^ 


commun  y-  )•  Donc  il  faut  qu'on  ait 


De  même  on  démontre  que 

>j(t)f(l)dt  =  o 


A 


pour  toutes  les  fonctions  fondamentales  du  noyau,  ce  qui  est  contre 
l'hypothèse  exprimant  que  le  système  biorthogonal  est  fermé. 

Avec  cette  définition  il  n'est  possible  de  démontrer  l'inverse  de  cette 
proposition  que  pour  certains  cas  particuliers.  M.  Hilbert  l'a  fait  pour 
le  cas  symétrique;  nous  y  reviendrons  dans  le  §  2. 

4.  Nous  prenons  maintenant  une  définition  différente  du  noyau 
fermé. 

Nous  supposons  que  le  noyau  K(5,  l)  et  la  fonction  continue  f{s) 
sont  telles  que  les  quantités 

\J'K{s,t)f(t)dt 
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ont  respectivement  les  limites  supérieures  finies 

I,     I,     K,     J,     i. 

Le  noyau  K(5,  t)  est  fermé  par  rapport  à  t  lorsqu'on  a  l'inégalité 
suivante  : 

(6)  (J  +  K).-'-^'>m>o, 

où  y],  m  sont  deux  nombres  positifs  indépendants  de  f{s). 

Avec  cette  définition  je  peux  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Lorsque  K(.9,  t)  est  un  noyau  fermé,  ou  que  Vun  de  ses  noyaux 
réitérés  est  fermé,  K(5, /)  aura  un  nombre  infini  de  constantes 
caractéristiques . 

5.  Lemme  I.  —  La  condition  nécessaire  et  sufiisante  pour  qu'un 
noyau  n'ait  pas  de  constante  caractéristique  est  la  suivante  :  N  étant 
un  nombre  positif  aussi  grand  qu'on  veut,  on  peut  trouver  un 
nombre  entier  v  tel  que,  lorsque  n-^v,  on  a 

En  effet,  c'est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la 
résolvante 

K(.ç,  /,  \)  =  K(s,  t)  +  XKa(5,  /)+...+  A'*K„(5,  t)-h.., 
soit  une  fonction  entière  de  A. 

Lemme  II.  —  Si  la  suite  de  nombres  positifs 

a,  <;  a^^  a., . . .  <<  a„. . . 

représente  la  suite  des  modules  des  constantes  caractéristiques  du 
noyau  K(5,  /),  la  suite 

a';<a:<a;---<<--- 
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représentera  la  suite  des  modules  des  constantes  caractéristiques 
du  noyau  i^é itéré  K^(5,  ^). 

Envisageons  les  deux  résolvantes 

|K(.ç,/,A)  =K(.s-, /)  +  aK,(5,/) 


(8) 


(  K,(5,  /,  A)  =  K,(.ç,  /)  +  ÀK.,(-^j  0 


•I 


+  A--^K,,(*,  0  +  •  •  •  +  A"K.«v(5,  0 


La  condition  pour  que  la  fonction  (7)  ait  un  pôle  dont  le  module 
soit  plus  petit  (|u'un  nombre  positif  a  est  la  suivante  :  n.^  étant  un 
nombre  entier  aussi  grand  qu'on  veut,  on  peut  toujours  trouver  n 
tel  que 

|R„(.,/)|>C^. 

La  condition  pour  (|ue  K^(.s,  /,  A)  ait  un  pôle  dont  le  module  soit 
plus  petit  que  oC'  est  qu'on  peut  trouver  //  tel  que 

iK..(.,OI><:'^- 

Ces  deux  conditions  sont  identiques. 

Par  conséquent,  si  K(5, /)  a  une  constante  caractéristique  dont  le 
modide  est  plus  petit  que  a,  Kv(5,  t)  en  a  une  dont  le  module  est  plus 
petit  que  a'^. 

Soit  maintenant  y{s^  t)  la  partie  du  noyau  K(5,  /)  relative  aux  con- 
stantes caractéristiques  dont  les  modules  sont  plus  petits  que  a.  '/',{s,  t) 
sera  la  partie  du  noyau  Kv(5, /)  relative  aux  constantes  caractéris- 
tiques dont  les  modules  sont  plus  petits  (jue  x^. 

Nous  ap|)liquons  maintenant  le  raisonnement  précédent  au  noyau 

K'(s,t)  =  K(s,t)-yXs,t) 
et  à  sa  réitération 


K',(s,t)=  Iv,(.v, /)--/_,(^.v,/), 
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et  nous  trouvons  que,  si  K'(.9,  l)  a  une  constante  caractéristique  plus 
petite  en  module  que  [3  >>  a,  le  noyau  K!,(.ç,  /)  en  aura  une  plus  petite 
en  module  (|ue  a'. 

Ainsi,  si  K(.ç,  /)  a  une  constante  caractéristique  A,  telle  (jue 

ûc<|^.|<^ 
le  noyau  réitéré  Kv(ç,  /)aura  une  constante  caractéristique  A,  telle  que 

Le  lemme  en  résulte  immédiatement. 

a.  En  tenant  compte  du  second  lemme,  il  suffit,  pour  la  proposition 
énoncée  plus  haut,  de  considérer  le  noyau  K(5,  t)  qui  est  lui-même 
fermé. 

Nous  supposons  donc  que  lv(5,  /)  est  fermé,  et  nous  désignons  par 
M,(/),  Mo(/),  ...,  M„(/),  ...  les  limites  supérieures  de  |K(5, /)|, 
|K2(.9, /)|,  ...,  |Iv„(5, /)|,  ...  lorsque  s  varie,  (  étant  fixe.  Je  vais 
démontrer  d'abord  les  inégalités 

i>M.(/)>M,(Oi'--.^M„(/)>o, 

où  il  est  supposé  que  /  a  une  valeur  telle  que  }L(s,  t)  ne  soit  pas  nul 
identiquement.  On  a 

K«(.s  /)  =/K(.9,  c)  K„_,  (-,  /)  dz. 

Puisque  ]  K(  .s,  /)  |  =  i  (  '  ),  on  a 

M«(O^M«_,(0. 

En  nous  rapportant  à  la  définition  du  noyau  fermé,  il  est  clair  que 
nous  pouvons  prendre  pour  /(s)  la  fonction  "~  '  •  Il  en  résulte 
que  M„(7)  ne  peut  pas  s'évanouir,  à  moins  que  M„_,(/)  ne  s'évanouisse 

(')    Voir  définition  du  n»  k. 

Journ.  de  Math.  (6°  série),  tome  IV.  —  Fasc.  III.  1908.  4-^ 
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aussi.  L'application  successive  de  ces  considérations  démontre  les  iné- 


galités énoncées. 


7.   Nous  prenons  maintenant  pour /"(.s)  la  fonction    ."   /.,   •  On  a 


=  |j|-|/[K(..  +  s,.)-K(.,T)] 


K„_,(t,  0  j^ 


M„(0 


d' 


M„(0 


<-r.    -M.-i(0 


Donc  la  limite  supérieure  J  de  -j — r\f{s  -h  i)  —  f{'z)\  satisfait  à 

l'inégalité 

M„_,(0 


J<K 


M„(0 


est 


La  limite  supérieure  de 

fK(s,t)/(t)dt  -  1^"-^''^)! 


M„(0 


M„(0 


=  i. 


En  nous  servant  de  l'inégalité  (6),  nous  avons 


'^  +  '^^)(t)"ï(J-^'^)''*'='»> 


où  nous  avons  omis  l'argument  fixe  /  des  fonctions  M. 
La  dernière  inégalité  nous  donne 


puisque 


ri 

\i-hi) 

/ 

^m^ 

\'"'/ 

'  M„  Y+^ 

(  M„ 

-( 

vJ^. 

)  ( 

.M„_J       ' 

VM„_, 

M„ 

riiip 

-<i 

1 


M„_,  = 


Par  l'application  successive  de  celte  formule,  nous  avons 


M»-,-!  ^  /  m  \'->-^     "+^''  (i+>)i"  YMîY'+^''-' 


M„   =Vo.K 
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Or  faisons 


On  peut  ensuite  supposer  que  m  est  choisi  de  manière  que 


m  ^ 


pour  qu'on  ait 


1         1 


j    ,      1     ,     ,      1  '"'"''  1    — - 


m  \'+^       d-t-vii"  (i  +  Y))"^    f  ifi    \^  i  +  v)         f  ,fi   \r, 


,2R/  ^VaK/  \2K 

Donc 


et,  par  conséquent, 


M„.,>[(^ycJ  M. 


Or  la  quantité  (  — j^  j  c  est  plus  grande  que  zéro. 

Donc  par  le  premier  lemme  il  est  impossible  que  K(.ç,  /)  n'ait  pas 
de  constante  caractéristique.  C'est-à-dire  que  K(6r,  f)  a  au  moins  une 
constante  caractéristique. 

Pour  compléter  le  théorème,  il  faut  démontrer  que,  si  l'on  admet 
que  Iv(5,  i)  a  un  nombre  fini  de  constantes  caractéristiques  X,,  Xj,  . . ., 
Av,  il  faut  que  K(5,  l)  en  ait  aussi  une  autre  X^^.,. 

Soit  '/J^s^  f)  la  partie  de  K(.ç,  /)  relative  à  X,,  A.,,  . . .,  X^. 

Ecrivons 

K'(^,0  =  K(.s,/)-x(.^,/). 

Il  faut  démontrer  que  K'(.s,  t)  a  une  constante  caractéristique. 

Le  noyau  K'(5,  /)  n'est  pas  fermé,  mais  toute  fonction /(5),  telle  que 

satisfait  à  la  relation  (6). 
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Les  fonctions 

M\{t)  '       M',{t)  '     ■■■'       M'jj)  ' 

M'//\  M'J/),  . ..,  M',(/),  . ..  étant  les  limites  supérieures  de  K', (.9,  /), 
K!,(.v, /),  ...,  K,',(.s', /),  ...,  sont  des  fonctions  appartenant  à  cette 
catégorie.  Donc,  en  nous  servant  du  procédé  déjà  employé,  nous  pou- 
vons démontrer  que 

m;(/)>m;(/)>...>m:x;)>o 

[à  moins  ([ue  M,  (/)  =  o|.  Nous  ne  pouvons  pas  écrire  i^M',  (/). 

Ji^n  prenant  pour  /(s)  maintenant  la  fonction  " ,  y  ,  nous  pou- 
vons démontrer,  comme  auparavant,  qu'on  a 

m'„,(Oï['"(ti)J  =^''.<')- 

11  en  résulte  que  K'(5,  t)  a  au  moins  une  constante  caractéristique. 
Le  théorème  est  maintenant  établi. 

8.  Nous  remarquons  que,  si  c'(i),  c"(t),  c"'(l),  ...,  c-^'(/),  ...  re- 
présentent les  valeurs  de  ,.',  !  relatives  aux  noyaux  qu'on  obtient  en 
retranchant  successivement  deK(5,  /)les  parties  relatives  à  X,,  X^,  ..., 


I 


A,  p:-^ — j  À„|::-7r-'  ••■5  A.^  i_    ,..,    > 


1^ 


OÙ  a  =  (  -^j    j  et  où  l'on  peut  toujours  prendre  la  valeur  maximum 
de  é^\l).  Puis(jue  A,,  tend  vers  Tinfini,  il  faut  que  c ''  tende  vers  zéro. 

§  2.  —  Cas  symétrique. 
9.  Le  noyau  symétri(pie  a  été  étudié  d'une  manière  très  complète 
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par  IVIM.  Hilbert  (')  et  Erhard  Schmidt  (-).  Ils  ont  démontré  qu'un 
tel  noyau  avait  toujours  une  constante  caractéristique  et  que  toutes 
ses  constantes  caractéristiques  étaient  des  pôles  simples  de  la  résol- 
vante. Le  système  biorthogonal  devient  un  système  orthogonal. 
M.  Hilbert  démontre  qu'un  noyau  fermé  d'après  sa  définition  a  un  sys- 
tème orthogonal  fei'mé  et  par  conséquent  infini. 

Au  moyen  de  la  théorie  développée  dans  le  Chapitre  I,  nous  pouvons 
retrouver  plusieurs  résultats  de  MM.  Hilbert  et  Schmidt.  Nous  don- 
nons quelques  démonstrations  à  titre  d'exemples. 

10.  Il  est  évident  d'abord  que  loutes  les  constantes  caractéris- 
tiques d'un  noyau  symétrique  réel  K(.s,  t)  sont  réelles.  Si 

À,  =  À'+  iV 
était  une  constante  caractéristique  complexe  de  K(.s,  /),  et  si 

(p,(.s)=:Ç'(5)-htf' (5), 

9,(/)  =  o'(o  +  ^y(o 

étaient  une  paire  de  fonctions  fondamentales  correspondantes,  nous 
aurions  aussi  la  constante  conjuguée 

\  =  \'—rk" 

avec  sa  paire  de  fonctions 

rD,{s)-=^:.'(s)-io\s), 

o,{t)  =  o'(i)-if(0- 
La  condition  d'orthogonalité  est  maintenant  impossible,  car 

fo,(s)o,(s)ds=f)l^'(s)Y-i-\f{s)y-[ds>o. 

Donc  toutes  les  constantes  caractéristiques  sont  réelles. 

(')  David  Hilbert,  NacJi.  zu  Gôttiiigen,  Heft.  I,  1904. 
(-)  EuHARi)  Schmidt,  Thèse.  Gollingen,  igoS. 
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Les  constantes  caractéristiques  sont  des  pôles  simples  de  la  résol- 
vante. Soit 


OnjS,  t) 


la  partie  de  K(.s,  /,  X)  relative  à  A,.  Je  vais  démontrer  qu'on  a  iden- 
tiquement 

cp2(.ç,  /)  =  o. 

Il  en  résultera  qu'on  a  également 
La  fonction  92 (-^j  0  ^^^^  1^  forme 


?2(-^,0  =2^'V?K'^)?y(0 


avec  les  conditions 


2^'' 


o, 


1 

Or,  nous  avons  par  symétrie 

« 

Donc  la  seconde  condition  donne 


,«;y=^ 


et,  par  conséquent, 

aij=o         (/  =  I,  2,  ...,/);  .V 


1,2, 


P)' 


11.   Nous  pouvons  voir  facilement  que  le  noyau  fermé  au  sens  de 
M.  Hiibert  a  uu  nom])rc  infini  de  constantes  caractéristi(|ucs,  en  nous 
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servant  du  fait  que  tout  noyau  symétrique  a  au  moins  une  constante 
caractéristique  (').  En  effet,  si  K(\ç,  /)  avait  un  nombre  fini  de  con- 
stantes caractéristiques,  on  pourrait  écrire 

K(5,  0-   ^^ -r  ^^ +...H ^^ ^-o(-^,/), 

OÙ  les  quantités  X,,  Xo,  ...,  \^  ne  sont  pas  nécessairement  distinctes. 
La  fonction  cpo(*, /)  sera  un  noyau  sans  constante  caractéristique  et, 
par  conséquent,  on  a  identiquement 

Il  est  évident  maintenant  que  le  noyau 

^^*'  ^^  -  ~~T, ^ \, -^---^ %, 

n'est  pas  fermé.  Donc  la  proposition  est  démontrée. 

Il  faut  remarquer  que  nous  avons  considéré  seulement  le  cas  réel; 
lorsqu'un  noyau  symétrique  n'est  pas  réel,  les  propositions  précé- 
dentes ne  sont  plus  exactes. 

12.  Les  noyaux  de  la  forme  K(5, /)/?(/),  où  K(5,  Z)  est  symé- 
trique, ont  une  très  grande  importance  en  Physique  mathématique. 
M.  Schmidt  démontre  qu'on  peut  les  ramener  au  cas  symétrique  réel 
lorsque  la  fonction  ^{l)  garde  toujours  le  même  signe.  Si  nous 
écrivons 


K'(5,  0  =  Iv(6-,  0  ^p{s)p{t\         ^\s)  =  cp(5)  >Jp(s), 
l'équation  de  Fredholm 

?  W  -  a/K(.s,  l)p{t)  9(0  dt=/(s) 
devient 

^'(s)~-kfK'(s,t)^'(l)dt  =  f{s)sJ^), 


(')  Erhard  Schmidt,  loc.  cit. —  Auolf  Kneser,  Rend.  Cire.  Malem.  Palermo, 
juillet  J906. 
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et  nous  avons  à  considérer  le  noyau  K'(5,  /)  seulement.  Lorsque  la  fonc- 
tion p{s)  change  de  signe,  le  noyau  K'(.ç,  l)  est  complexe  et  la  trans- 
formation n'est  pas  utile.  Tl  sera  intéressant  d'illustrer  ces  faits  par 
un  exemple.  Cet  exemple  démontrera,  en  particulier,  qu'un  noyau  de 
la  forme  K(.v,  /)/>(/)  peut  avoir  une  résolvante  avec  des  pôles  mul- 
tiples lorsque /?(/)  ne  garde  pas  le  même  signe. 
Nous  allons  prendre  le  noyau 

K(..,0  =  ?,W'|,(/)  +  o,(.,)|,(0 

dont  la  résolvante  a  un  pôle  double  X,  =  i;  nous  nous  demandons  si  ce 
noyau  peut  avoir  la  forme 

K'(*.Op(0> 

OÙ  K'(.9,  /)  est  symétrique.  Pour  cela,  il  faut  que  la  fonction 


p(s)K(s,0 


(7) 


soit  symétrique.  Il  existe  donc  deux  relations  comme 


(«) 


On  obtient  les  valeurs  des  coefficients  a,  />,  //,  c  en  considérant  les 
propriétés  biortliogonales  de  o,(s),  ']^i(Oî  ^jC-^)?  'l'-'(Oi  ^"  '^ 

«  =f\  ?  <  (*)]X-0  ^*  =  /»  n 

h  =  h'  =fo,{,s)  o,{-s) p(s)  ds  =  A', 

c  =  f\o.(s)\-p(s)ds  =  A-,,, 
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et  MOUS  sommes  conduit  aux  relations 

(9) 
où 


Enfin,  pour  que  (7)  soit  symétrique,  il  faut,  en  substituant  (H) 
dans  (7),  que  les  coefficients  de  '|,(.ç)^o(/)  et  de  '];.j(,v)'j»,(^)  soient 
égaux. 

C'est-à-dire 

(t  —  a|3)A  -h  y.a  =  (n-  ap)/y  —  afJ'r, 
a  —  -2^/}  -+-  p^c  =  0, 
(^10)  A.p-  —  2/1'p  +  A-,  =  o. 

Donc  [3  doit  être  une  racine  d'une  équation  quadratique  si  l'on  sup- 
pose que  OL^  o.  On  a 


^  =  ir{k'±  s/k"  -  k,k,)  =  i-ifi'  ±  y)- 

Donc  il  est  toujours  possible  d'avoir  une  valeur  réelle  de  |î},  pourvu 
que 

k''lk,k,. 

Mais,  dans  le  cas  où  p{l)^o,  il  sera  impossible  d'avoir  une  valeur 
réelle  de  ^  ;  car  considérons  l'intégrale 

j[l'is{s)^  ino.{^s)Y p{s)dsy>o. 

On  a,  quel  que  soit  /,  m, 

l-k^  -h  2  Inik  -(-  iti' k.y  ^  o. 
Donc 

A'^<A-,A-,,. 

Journ.  de  Math.  (G»  série),  lume  IV.  —  Kasc.    III,  lyoS.  /|3 
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§  3.  —  Développements  en  séries  de  fonctions  fondamentales. 

15.   Nous  avons  vu  que  les  fonctions  fondamentales   d'un  noyau 
quelconque  formaient  un  système  biorthogonal 


(lO 


Il  est  facile  de  démontrer  que  les  fonctions  de  la  première  ligne 
d'un  système  biorthogonal  quelconque  sont  linéairement  indépen- 
dantes. Admettons  qu'il  existe  pour  le  système  (i  i)  une  relation 

^t  9,(.s)-+-a,  9o(.ç)+...-f-aA?A-(*)  =  o- 

Nous  multiplions  par  '\'i(s)  et  nous  intégrons.  Nous  aurons  ainsi,  à 
cause  des  relations 


=  I  si         m  =  iij 


=  o  si         7)1  ^  n, 

le  résultat 


a^  =  o 


et,  de  même, 

a^^=  a.2  =  ct3  =  -  ■  -^^  0,/^=  o. 

Donc  les  fonctions 

?<(*);        ?2(5),        ...,        9a(5) 

sont  indépendantes.  Les  fonctions 

'j;,(0,    'hiO^    ■■■>   'Win 

sont  également  indépendantes. 

14.  A  la  lin  du  premier  Cliapitre,  nous  avons  indiqué  plusieurs 
développements  qui  sont  valables  dans  le  cas  de  convergence  uni- 
forme. Si  nous  savons  qu'une  fonction  est  dévcloppable  suivant  une 
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série  uniformément  convergente  de  fonctions  continues  indépendantes 

nous  pouvons  déterminer  les  coefficients.  Soit 

(12)  f(s)  =  a,  9,(.ç)  +  cr,2  9,(.v)  +. . .  +  a„  o„(.s)  +. . . 

le  développement,  et  soit 

'h,(i),    '1,(0,    ...,    'J^„(0.    ••• 

une  suite  de  fonctions  continues  biorthogonales  à  la  suite  de  o.  On 
aura 

Dans  le  cas  où  le  système  biortliogonal  est  fermé  par  rapport  à  /, 
c'est-à-dire  dans  le  cas  où  il  n'existe  aucune  fonction  continue  g(s) 
telle  que 

pour  toute  valeur  de   11^   nous  voyons  facilement  que  la  série  (^  1 2; 
représentera  une  fonction  continue  arhilraire  f{s),  pourvu  qu'elle 
soit  uniformément  convergente. 
Ecrivons 

GO 

9o{s)  =  f(s)  —  y^a„o,X-'i)- 
Nous  avons 

J  ']>„,{s) (û„(s)ds  =j'\>„^(s)/(s) ds  -  2^"J  ?"(-^)  '^"'^^) ^^"^  ^  ^^'«  ~  ^'«  —  ° 

1 

pour  toute  valeur  de  m.  Donc 

Nous  ne  pouvons  pas  déterminer  dans  le  cas  général  si  la  conver- 
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gencc  uniforme  a  lieu;  mais  MM.  Hilbert  (')  et  Erhard  Schmidt  (^  ) 
ont  pu  approfondir  la  question  dans  le  cas  symétrique. 

Ils  ont  démontré  que  toute  fonction  g{s)  qui  a  pour  expression 


^'•(,v}=  rK(.9,  t)h(i)dt, 


/f(i)  étant  une  fonction  continue,  se  développe  en  série  absolument  et 
uniformément  convergente  de  fonctions  fondamentales  de  K(.s,  t). 
Si  K(,'?,  /)  est  un  noyau  tel  qu'on  peut  faire  tendre  vers  zéro  l'ex- 
pression 


f^Çs)-  fK(.s,nh(t)dt 


2 

ds  =  £, 


en  choisissant  convenablement  la  fonction  continue  h(t),  où  g(s)  est 
une  fonction  continue  quelconque,  il  sera  toujours  po^:sible  de  déve- 
lopper g{s)  en  série  absolument  et  uniformément  convergente  de 
fonctions  fondamentales  de  K(5,  i). 

M.  Poincaré  a  démontré  la  convergence  uniforme  dans  beaucoup 
de  cas  qui  interviennent  en  Physique  mathématique. 

13.  De  ce  qui  précède,  il  est  évident  que  la  question  du  développe- 
ment en  série  de  fonctions  fondamentales  est  étroitement  liée  avec  la 
question  de  la  solution  de  Téquation  intégrale  de  première  espèce 

où  ^^(-S')  est  une  fonction  connue,  et  il  s'agit  de  déterminer  z>{f). 
M.  Bateman  (^)  a  démontré  un  théorème  qui  est  linvcrse  de  celui  de 
M.  Hilbert  :  Si  g{s)  est  dévcloppable  en  série  absolument  et  unifor- 
mé/nent  convergente  de  fondions  fondamentales  de  K(5,  /),  V  équa- 
tion (1 3)  aura  la  solution 


o(t)  =  2  r   ¥(t,x)dx, 


(  '  ]  Loc.  cil. 
(-)  Loc.  ciL. 
C)   M.  Hatk.man,  I*i<>c.  I^oikI.  Math.  Soc,  ujoii. 
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OÙ  V{l^  X  )  csl  la  fonclion  entière  de  x-,  représentée  par  la  série 


327 


-~i  f  I  f^(^  T,)  Iv(t,,  T.)  K(T,,T;,)/(T;,)r/T,  dz^d-,, 

K(/,t,)K(t,,t,)K(t,,',VK(t,,t,)K(^,,c,3) 
X  /('.;  )  d': I  f/To  <-/-::,  d'- ,,  c^':;^ \-  — 

Lorsque  le  noyau  lv(5,  /)  n'esl  pas  s}uictrique,  M.  Bateman  trouve 
une  solution  de  l'équation  (t3)  clans  le  cas  où ^(5)  est  développa ble  en 
série  de  fonctions  fondamentales  du  noyau  symétrique 

^<r(s,  t)=  j  K(.s',  T)  lv(/,  t) d-.. 

Mais  la  méthode  de  M.  Bateman  pour  le  noyau  symétrique  s'ap- 
plique directement  au  noyau  asymétrique  lorsque  les  constantes  carac- 
téristiques sont  réelles  et  qu'elles  sont  des  pôles  simples  de  la  résol- 
vante. 

La  solution  de  (t3)  est  unique  seulement  lorsque  K(5,  /)  est  fermé 
par  rapport  à  t.  Dans  les  autres  cas,  nous  pouvons  ajoutera  la  solution 
particulière  ho(s),  trouvée  par  la  méthode  de  M.  Bateman  ou  autre- 
ment, une  fonction  continue  quelconque  //;  (s)  qui  satisfait  à 


Ainsi  nous  aurons 


/  K(.s-,  l)li,{l)dt=o. 


h(s)  =  hjs)  +  /,,(s). 


(Jn  peut  en  donner  des  exemples  : 
Soit 

?i(*)i     ?i  (•'•')'     •••1     9"(s), 

un  systèujc  biorthoj^onal  fermé  par  rapport  à  /. 
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Considérons  le  noyau 

K(s,0  =  2'i'«'V?/(-^)'l'y(0. 


'  =  1   i  =  i\ 


série  que  nous  supposons  aussi  uniformément  convergente. 
Soit 


cr 


(■')  =  2*,-9,(*), 


1  =  1 


série  que  nous  supposons  aussi  uniformément  convergente. 
Dans  Féquation 

g(s)=fK(s,t)o(t)d/, 
nous  égalons  les  coefficients  de  Oi{s)  dans  les  deux  membres 

(i4)  /^•=2«'V  f'hiry^d)'-^^- 

Supposons  qu'une  solution  continue  9(/)  existe:  mettons 

où  0/(0   ^^^  orthogonale   à  'J^^XO'   '-I^^XO'    •••'    'h.(^^'->  c'est-à-dire 
qu'on  a 

«/.  =/?(0'k(0^^ 
» 

Donc,  en  écrivant  l'équation  (i4)  pour  /=  /,,  /.,  ...,  t],,  nous  au- 
rons les  équations 


>,•  =  a,  ,  a,  H-  <:/,  ,  a,- 
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Or,  nous  savons  ([uc  le  déterminant  (Ciiap.  I,  §  3) 
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Par  conséquent,  les  coefficients  a^- ,  a,- ,  . . .,  a,   sont  déterminés. 
Nous  pouvons  déterminer  les  autres  coefficients  analogues 


a,,      a,, 


a 


«î 


et  nous  aurons 


©(/)  =  a,  9,  (/)  +  y..,  0.(0  +  • .  .  -f-  a«  cp„(0  +  •  •  •  +  ?'(0' 

où  9'(/)  est  orthogonale  à 'sp,(0,  '^^^(Oi  •••'  'l'^CO'  •••,  et,  par  consé- 
quent, 

pourvu  que  cette  série  soit  uniformément  convergente.  Nous  aurons 
déterminé  une  solution  de  l'équation  (i3),  et  cette  solution  sera 
unique. 

16.  Dans  le  cas  où  les  constantes  caractéristiques  de  K(.v,  t)  sont 
des  pôles  simples  de  la  résolvante,  nous  pourrons  écrire 


Kis,t)  =  -^UAs)Wh 


et  la  solution  sera 


o(t)  =  b^'k^(D^(t)  -h  b.,X>(0.>(t) 


^«\i9«(0  -+-  — 


Prenons  maintenant  le  noyau 

K(s,  t)  =  a 9,  (5)  'j/,  (/)  -+-  b  9,(5)  '\>,{t)  -+-  c 93(5)  '^3(/), 

dont  les  fonctions  fondamentales  sont 

9,(5),     9,(5;, 
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11  y  aura  une  solution  de  (i'3)  pourvu  que  g(s)  ail  la  fornic 
o-Çs)  =  a'  o ,  (  .V  )  +  //  o,  (s)  4-  c  9.,  (.s-  ), 

et  dans  ce  cas  seulement.  La  solution  sera 

Elle  ne  sera  pas   unique,   puisque  nous  pouvons   ajouter  à  celte 
expression  une  fonction  linéaire  quelconque  de 


?.A-^\    ?5(-<), 


?n{S), 


qui  sont  les  solutions  de 


/ 


K(6r,  r)(D(/)di  =  o. 


17.   Remarquons  enfin  que  l'équation  intégrale  de  première  espèce 

f}L(s,/)^(t)dt  =  g^.s) 

peut  être  regardée  comme  le  cas  limite  de  l'équation  de  Fredliolm 

o(.s')  +  àJk(à-,  no{/)dt  =  Ag\.s), 

lorsque  A  tend  vers  l'infini.  Si  la  solution  de  la  dernière  équation  tend 
vers  une  fonction  intégrable  lorsque  X  tend  vers  l'infini  d'une  manière 
convenable,  la  limite  de  o(s)  sera  une  solution  de  la  première  é(jua- 
tion.  Les  solutions  de  l'équation 

(}s.(.s,  /)'j{f)d/  =  o 
seront  les  solutions  fondamentales  relatives  à  A  =  oo. 
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Sur  les  invariants  intégraux  ; 
Pau  m.   E.  GOURSAT. 


La  théorie  générale  des  invariants  intégraux  a  été  développée  par 
M.  Poincaré  dans  le  Tome  111  de  son  Ouvrage  sur  les  Méthodes  nou- 
velles de  la  Mécanique  céleste.  Le  but  de  ce  Mémoire  est  d'apporter 
une  contribution  à  l'étude  de  la  question  générale  suivante  :  Connais- 
sant un  invariant  intégral,  absolu  ou  relatif,  d'un  ordre  quelconque, 
d'un  svstème  d'équations  différentielles,  quel  parti  peut-on  en  tirer 
pour  l'intégration  de  ce  système?  Je  montre  que  de  tout  invariant 
intégral  on  peut  déduire  au  moins  un  système  d'équations  diff'éren- 
tielles  dont  toutes  les  intégrales  appartiennent  au  système  proposé,  et 
dont  l'intégration  est  en  général  un  problème  plus  simple.  Dans  le  cas 
où  les  deux  systèmes  sont  équivalents,  on  peut  déterminer  un  multi- 
plicateur ('). 

T. 

1.  Je  rappellerai  d'abord  les  principaux  résultats  de  la  théorie  des 
intégrales  multiples  qui  seront  utilisés  dans  ce  travail,  ainsi  que  la 
signification  précise  des  notations  employées  (^). 

Soient  a?,,  j^o?  •  •  -j  "'^■«un  système  de  n  variables  indépendantes,  et  un 
système  de  fonctions  de  ces  n  variables 

(')  Les  principauv  résultats  de  ce  Mémoire  ont  élé  résumés  dans  une  Note 
présentée  à  l'Académie  des  Sciences  {Comptes  rendus,  3  juin  1907). 

(-)  Outre  l'Ouvrage  cité  de  M.  Poincaré,  on  pourra  consulter  les  Mémoires 
suivants  du  même  auteur  :  Sur  les  résidus  des  intégra/es  doubles  {Acta  mathe- 
inatica,  t.  IX);  Analysis  situs  {Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  iSgS); 
Complément  à  V Analysis  situs {Jiendiconti de l  Circolo  matematico  di  Palernio). 
On  trouvera  aussi  des  renseignements  bibliographiques  sur  les  invariants  dans 
deux  Mémoires  de  M.  de  Donder  {Rendiconti,  1901  et  1902). 

/oiirii.  de  Math.    (6"  série   .  lorne  IV.   —  Fasc.  IV,  1908.  44 
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dont  chacune  est  affectée  de  p  indices  ditlérents  a,,  a.^,  .  . .,  y.^„  pris 
parmi  les  n  premiers  nombres.  A  chaque  arrangement  des  n  premiers 
nombres  p  à  p  correspond  ainsi  une  fonction  déterminée  des  n  varia- 
bles x^,  X.,,  . . .,  ./;,j.  Les  fonctions  dont  quelques  indices  diffèrent  sont 
complètement  indépendantes,  mais  toutes  les  fonctions  dont  les  indices 
ne  diffèrent  que  par  leur  ordre  sont  égales  au  signe  près.  Ainsi,  soit 
(a,,  al,  ...,a' )  une  nouvelle  permutation  des  indices  (a,,  a^,  ...,  a^,); 
on  a 


(>) 


'^a,a,...a 


■  =  A 


a,  a. ...  a,,5 


si  les  deux  permutations  (a,,  ao,  . . .,  a^)  et  (a',,  a.,,  . . .,  a^,)  sont  de  la 
même  classe,  et 


(^) 


Aa;al...a'„  —         A 


«1  *2  ■  ■  •  *;)' 


si  les  deux  permutations   sont  de  classes  différentes.  Lorsque  deux 
indices  sont  égaux,  la  fonction  est  nécessairement  nulle. 
Nous  observerons  en  passant  que  les  deux  permutations 

(a,,  a,,  ...,  y.j,)         et         (ao,  a,,  ...,  a,,,  y.,) 


sont  de  même  classe  si  p  est  impair  et  de  classes  différentes  si  p  est 
pair.  En  effet,  dans  les  deux  cas,  on  passe  de  la  première  permutation 
à  la  seconde  par  y?  —  i  échanges  entre  deux  éléments  consécutifs. 

Supposons  les  n  variables  x^,  .x%,  ■..,  ^„  exprimées  au  moyen  de 
p  variables  indépendantes  w,,  «o?  ••  5  "/»  ^t  considérons  l'intégrale 
multiple  d'ordre  p 


(I) 


I, 


J7-fi 


A 


dj^oL,  àxg,. 


a,  a,...  a,,  ^,,^     ^,,^  ^)^^     —  i  —p 


du ,  . . .  dup 


Hp  ^'    l«i 


étendue  à  un  certain  domaine  (<?^)  de  Tespace  (//,,  //.,  .. 
sommation  indiquée  par  le  signe  H  s'étendant  à  tous  les  arrangements 
des  n  premiers  nombres  p  à.  p.  Cette  intégrale  multiple  peut  encore 
s'écrire,  d'après  les  formules  (i)  et  (2), 


(II)  I, 


ff-fl 


l)(ta,,"fa,.. 


,,) 


'a,aj...a,, 


///,  > 


du,  du2 .  • .  duj,, 


le  signe  1  étant  étendu,  dans  cette  nouvelle  formule,  à  toutes  les  coni- 
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binaisons  des  n  premiers  nombres  p  k  p.  Dans  chaque  combinaison, 
on  peut  prendre  les  indices  dans  un  ordre  arljitraire,  mais  il  faut  avoir 
soin  de  prendre,  dans  chaque  déterminant  fonclionnel,  les  variables  x^ 
dans  l'ordre  qui  est  indiqué  par  l'ordre  des  indices  du  coefficient  cor- 
respondant. 

Lorsque  le  point  de  coordonnées  («,,  u.,,  ...,  i/j,)  décrit  dans  l'es- 
pace à  p  dimensions  le  domaine  (<?^,),  le  point  de  coordonnées 
(x,,  X2,  . . .,  Xji)  décrit  dans  l'espace  à  n  dimensions  un  continuum  (Ep) 
à  p  dimensions;  la  forme  (11)  de  l'intégrale  I^,,  rapprochée  de  la  for- 
mule du  changement  de  variables  dans  une  intégrale  multiple,  montre 
immédiatement  que  la  valeur  de  I^  ne  dépend  pas  du  choix  des  va- 
riables auxiliaires  m,,  u.^i  •  •  •»  ^p:  mais  seulement  du  domaine  (E^,).  Il 
faut  remarquer  cependant  que,  lorsqu'on  échange  quelques-unes  de 
ces  variables,  l'intégrale  peut  changer  de  signe  ;  ce  fait  est  analogue  à 
ce  qui  se  présente  pour  une  intégrale  de  surface  dans  l'espace  à  trois 
dimensions,  où  le  signe  de  l'intégrale  change  en  même  temps  que  le 
côté  de  la  surface  suivant  lequel  on  prend  l'intégrale. 

Nous  écrirons  le  plus  souvent  l'intégrale  multiple  I^,  sous  la  forme 
abrégée 


(  III  )  I/^  =  //  •  •  ■  /  2  ^«.  «-  ■  •  «p  ^•^'«.  ^^'«'■^ 


dx' 


le  signe  2  étant  étendu  à  toutes  les  combinaisons  php  des  n  premiers 
nombres.  Mais,  pour  avoir  la  signification  précise  de  ce  symbole,  il 
faut  toujours  se  reporter  aux  expressions  (I)  ou  (H). 

Remarque.  —  L'ordre  dans  lequel  on  écrit  les  différentielles  dans 
les  produits  tels  que  dx^dx^. .  .dx^  n'est  pas  indifférent,  on  le  voit. 
Par  exemple,  s'il  s'agit  d'une  intégrale  de  surface,  les  symboles 

/  I  Adydz  +  Bdz  dx  -h  Cdx  dy, 

I  I  Adydz  -hB  dz  dx  ^  C  dy  dx, 

I  I  Ady  dz  -+-B  dx  dz  -+-  C  dx  dy 

n'ont  pas  du  tout  la  même  signification.  La  notation  (1)  a  l'avantage 
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de  supprimer   toute  espèce    d'ambiguïté.   Une  intégrale  de    surface 
s'écrira  avec  cette  notation 

"      J  J   \_  J^(«,  <0  £)(",  <0         .  D(«,  (^)  J 

a;,,  Xo,  373  étant  supposées  exprimées  au  moyen  des  deux  variables 
auxiliaires  u  et  v. 

2.  On  trouvera  dans  le  Mémoire  cité  de  M.  Poincaré  (Acta  niathe- 
matica)  les  démonstrations  des  théorèmes  suivants  ;  les  fonctions 
qu'on  considère  sont  supposées  uniformes  et  continues,  tout  au  moins 
dans  les  domaines  d'intégration. 

Toute  intégrale  \p  étendue  à  une  multiplicité  fermée  (  E,,  )  de  L^ es- 
pace à  n  dimensions  (p  <^ /i)  peut  être  remplacée  par  une  inté- 
grale \j,^i  étendue  à  une  multiplicité  (E^.^.,)  de  l'espace  à  n  dimen- 
sions, limitée  par  la  première  multiplicité  à  p  dimensions , 

(IV)  1^^,  ^  j  j  ...  j^A  ^^^^     ^^  „^  ^^  dx^^  dx^^ . . .  ^/x^,,,., 

le  signe  2  étant  étendu  à  toutes  les  combinaisons  des  n  premiers 
nombres  /?  +  '  à  /;  +  i . 

L'expression  du  coefficient 

4 

-    a,a....ap+, 

a  deux  expressions  ditférentes  suivant  la  parité  de  p. 
Si  p  est  pair,- on  a 

{^)       ^  ^.  a..  .«,,..  --^^;^+  -^^  H... H  -^^ 

avec  des  signes  -h  seulement  dans  le  second  membre;  sip  est  impair, 
on  a 

\^)         '^■^a,a.,...a,,.,,  —        ^  —  ^  •■•  ^ 

avec  le  siçnc  -h  et  le  sisno  —  alternativement. 

Ces  formules  fournissent  la  réponse  à  la  question  suivante  : 


À 
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Quelles  sont  les  conditions  nécessaires  cl  suffisantes  pour  que  l'in- 
tégrale I^„  étendue  à  une  multiplicité  à  p  dimensions,  ne  dépende 
que  de  la  multiplicité  à  p  —  \  dimensions  qui  limite  ce  doniaine? 

Il  faut  et  il  suffit,  pour  cela,  que  l'intégrale  I,„  étendue  à  une  mul- 
tiplicité fermée  quelconque  à  p  dimensions,  soit  nulle,  ou  que  l'inté- 
grale qui  lui  est  égale  I,^,,  étendue  à  une  multiplicité  quelconque 
à  /?  -h  I  dimensions,  soit  nulle,  c'est-à-dire  qu'on  ait,  pour  toutes  les 
combinaisons  d'indices, 

Nous  dirons  alors,  pour  abréger,  que  l'expression 

\^)  ^     ^a,  a, . . .  a,,  dX^^  dXg.   .  .  .  aXg^^ 

a,...  a,, 

est  une  différentielle  totale  exacte,  et  nous  pouvons  énoncer  la  pro- 
position suivante  : 

Pour  que  U  expression  (5)  soit  une  différentielle  exacte .,  il  faut  et 
il  suffit  qu'on  ait,  pour  toutes  les  combinaisons  d'indices. 


(«) 

à^OL.OL,.. 

a,, 

^'^«,,  +  , 

si  p 

est 

pair,  et 

(e>Y 

^Aa,a,.. 

a,, 

^'■'^a;...a,,a,,+  ,  ^''^3c,,h  .«i  ...a,,_, 


à^(x^  •  •  •  ^^^ 


=  o. 


I' 


^Aot_..a,,a,,+,  <^Aa^,+,a,  ...a,, 


à-i^oc,,+  ,  à.rg,^  '  '  dx 


=  o 


si  p  est  impair.  Le  nombre  total  de  ces  conditions  est  égal  au  nombre 
des  combinaisons  de  n  objets  p  -\-  i  à  p  -\-  \. 

Si  l'expression  (5)  n'est  pas  une  différentielle  totale  exacte,  l'ex- 
pression analogue 

aiaj ...  a,,+, 

OÙ  les  coefficients  <A.a,a,...a,H-,  ^^"^^  donnés  par  les  formules  (3)  ou  (  4)» 
est  une  ditTérenlielle  totale  exacte.  On  déduit,  en  effet,  très  aisément 
de  ces  expressions  des  coefficients  que  les  relations  analogues  à  (6)  et 
à  (6)'  sont  identiquement  vérifiées. 


336 


E.     COURSAT. 


Il  suit,  de  là,  que  toute  intégrale  multiple  I^  d'ordre  p,  étendue  à 
une  multiplicité  fermée  (E^),  peut  être  remplacée  par  une  intégrale  de 
différentielle  totale  exacte  I^^.,,  étendue  à  une  multiplicité  (E^^^), 
limitée  par  la  multiplicité  (E^,)  (théorème  de  Stokes  généralisé). 

Inversement,  si  Fexpression  (5)  est  une  différentielle  totale  exacte, 
rintégrale  \p  étendue  à  une  multiplicité  non  fermée  (E„)  peut  être 
remplacée  par  une  intégrale  I^_,  étendue  à  la  multiplicité  fermée 
(E^..,)  qui  limite  (E'^).  Il  suffit  pour  cela  de  montrer  qu'on  peut  for- 
mer une  intégrale  I, 


v>-i? 


'■p-s  —    /     /     I  '  '  '  I       ^^      ^«iKs.  .«,,-1  ^"^a,  ^-^a..,-  •  •  ^«^a,,-,? 


a,.. 


telle  que  \j,  se  déduise  de  I,,_,  de  la  même  façon  que  nous  avons  dé- 
duit I^^,  de  I^.  On  a  ainsi  un  certain  nombre  d'équations  aux  dérivées 
partielles  pour  déterminer  les  coefficients  Cjj^jj^^^^,  et  ces  expressions 
sont  compatibles,  pourvu  que  les  relations  (6)  ou  (6)'  soient  satis- 
faites. 

5.   Appliquons  ces  généralités  aux  cas  les  plus  simples. 
Si  yo  =  ! ,  on  a   Tintégrale  simple  analogue  aux  intégrales  curvi- 
lignes, 

(8)  \^=   l  h^dx^-\- \.,dx.,^  .  .  .-V- Andx„'^ 

cette  intégrale  I,,  étendue  à  une  ligne  fermée  L,  est  égale  à  l'intégrale 
double 

(9)  i-^=//2:(Ëi-^)''-^.'^-" 

étendue  à  une  multiplicité  à  deux  dimensions  limitée  par  la  ligne  L. 
Pour  que  I,  soit  une  intégrale  de  différentielle  exacte,  il  faut  et  il 
suffit  que  l'intégrale  L  soit  identiquement  nulle,  ce  qui  donne  les 
conditions  bien  connues 

('")  5^=^  (<,/c=.,2,...,«V 


SUR    LES    INVARIANTS    INTKfiRAUX.  337 

Soit  maintenant  h  une  intégrale  double  quelconque, 


(il)  L  --^-  j  /  2  A  ,■  ;t  ^f-^i  <l-^k  ; 


cette  intégrale  double  L,  étendue  aune  multiplicité  fermée  (Ka)?  est 
égale  à  une  intégrale  triple  I.,,  étendue  à  une  multiplicité  à  trois  di- 
mensions (E3),  limitée  par  (Ej), 

(-)      ^'=fffl(^  -  ^'  -  ^)'^-.''-*^-.- 

i,k,i 

Pour  que  L  soit  une  intégrale  de  différentielle  exacte,  il  faut  qu'on 
ait,  quels  que  soient  les  indices  i,  k,  l, 

Si  ces  conditions  sont  satisfaites,  on  peut  identitier  les  expres- 
sions (9)  et  (il);  autrement  dit,  on  peut  déterminer  n  fonctions  A,, 
A2,  . . .,  A„,  satisfaisant  aux  relations 

(■4)         ^^^  =  ^-'     (',/>■  =  ..  2,... ,„). 

4.   Rappelons  encore  la  définition  des  invariants  intégraux. 
Soit 

13)  -^  =  ^  ^...=  ^  -^dt 

A,  .V.2  .V„ 

un  système  d'équations  différentielles;  nous  supposerons  que  les  fonc- 
tions X^  sont  uniformes  et  continues,  ainsi  que  leurs  dérivées,  et  ne 
renferment  pas  /,  et  nous  appellerons,  pour  abréger,  caractérislique 
toute  multiplicité  à  une  dimension  F,,  représentée  par  les  équations 

fi(t),  .  •  -,  /«(O  foi'uiant  un  système  de  solutions  des  équations  (i5). 
De  chaque  point  (a?",  x-'I,  . .  .,  j;")  de  l'espace  à  n  dimensions  part  une 
caractéristique  F  qui  est  décrite  par  le  point  (x,,  x.,,  . . .,  J:,^)  lorsque 
/  varie. 
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La  valeur  initiale  de  /  étant  supposée  nulle,  considérons  dans  l'es- 
pace à  n  dimensions  une  multiplicité  quelconque  à  /?  dimensions  (E^); 
de  chaque  point  {x\,  ...,ic")  de  cette  multiplicité  part  une  caracté- 
ristique et,  au  bout  du  temps  t,  le  point  {x\,  ...,  x")  est  venu  au 
point  (x-,,  ^2  5  •••^  -^^n)-  Le  lieu  de  ces  différents  points  est  une  autre 
multiplicité  à  />  dimensions  (E^,).  Si  l'intégrale  multiple 

(i6)  \p  =ff-  ■  ■  f^K,o......a.,dx^^dx^^.. .  dx^^^ 

a  la  même  valeur  pour  les  deux  multiplicités  (E^)  et  (E,,),  quel  que 
soit  /,  on  dit  que  I^  est  un  invariant  intégral  absolu  d'ordre  p  du 
système  (i5). 

Il  peut  se  faire  que  celte  propriété  d'invariance  n'ait  lieu  que  pour 
les  multiplicités  fermées;  on  dit  alors  qu'on  a  un  invariant  intégral 
RELATIF  d'ordre p^  et  on  le  désigne  par  la  lettre  J^. 

En  ce  qui  concerne  les  invariants  absolus,  nous  ferons  encore  la  dis- 
tinction suivante  :  un  invariant  absolu  peut  être  une  intégrale  de  diffé- 
rentielle totale  exacte;  dans  ce  cas,  nous  le  représenterons  par  I^.  Il 
n'y  a  pas  lieu  de  faire  cette  distinction  pour  les  invariants  relatifs, 
puisque  l'intégrale  d'une  différentielle  totale  exacte,  étendue  à  une 
multiplicité  fermée,  est  toujours  nulle. 

D'après  ce  qui  précède,  un  invariant  intégral  J^,  ou  \p  donne  immé- 
diatement un  invariant  intégral  ]|,'^,  ;  inversement,  un  invariant  inté- 
gral Y'^  est  équivalent  à  un  invariant  intégral  relatif  J^_,. 

o.  Nous  allons  chercher,  d'une  manière  générale,  à  quelles  condi- 
tions doivent  satisfaire  les  coefficients  Aj^^^^^  «,  pour  que  I,,  soit  un 
invariant  absolu.  Il  suffît,  pour  cela,  de  considérer  I^  comme  une  fonc- 
tion de  t  et  d'écrire  que  sa  dérivée  est  nulle  : 

-dT  =  "• 

Pour  obtenir  -j^,  supposons  qu'on  donne  à  /  un  accroissement  ot  et 

calculons  le  coefficient  de  ot  dans  la  différence  I,,(/  4-  ot)  —  ^,,(t). 

Soient  (x,,  x.,  . .  ,  .x',,)  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la 
multiplicité  (E^,)  au  temps  /,  et  {x\.  x'.,,  ...,  x'^)  les  coordonnées  du 
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point  correspondant  de  la  multiplicité  au  temps  l  -f-  Zl.  On  a 

x\=^  Xi-\-  BtXi-+- ...         («  =  I,  2, . ..,  n), 

les  termes  non  écrits  étant  infiniment  petits  du  second  ordre  en  ol. 
Nous  écrirons  les  deux  intégrales  lp(t)  et  lj,(l -\- oi)  sous  la  forme 
explicite  (I)  : 

^'^^^  ^//•••/2^-'.«=  •«.^••-  ^^"'  ^"-^  •  •  •  '^"/" 


A«,a.,...a,  désigne  ce  que  devient  A^^a^  «^  quand  on  y  remplace  Xi 
parx^;  et  les  deux  intégrales  sont  étendues  au  même  domaine  pour 
les  variables  auxiliaires  m,,  Wj,  . . .,  Uj,. 

boit  A«  (3      o  -r r — ; — -  un  terme  quelconque  de  la  seconde 

PiP^  ■■■?!■  du^     du-i         diip  ^  ^ 

intégrale;  on  a 


0^ 


h 


•    •  5 


(?«2  <^"2  -^    ^^h      àU2 

h 

î 

(^Mp  (^«p  ^    6^^/j     dUp 

h 

^  dxy_^  âxa,.^        dx^^  Il     • 

Cherchons  le  coefficient  de  ot-. ^ — '  •  ••  -^ — -  dans  la  nouvelle  in- 

()Ui      0U.2  OUp 

tégrale.  Pour  que  le  produit 

.,  dx^dx^       dx^ 

^P.p....p,,  ^^_    ^a,  '"  âup 

donne  un  terme  de  cette  espèce,  deux  hypothèses  sont  possibles  et 
deux  seulement  : 
i"  On  peut  avoir 

p,  =;  a,,  p.jz=a.2i  •••5  P/'^^^7'5 

Journ.  de  Math.  (6"  série),  tome  IV.  —  Fasc.  IV,  1908.  4-> 


34o 

ce  qui  donne  le  terme 
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où  l'on  a  posé 


X(/)  =  ^W^+---  +  ^« 


(^^1 


2"  On  obtient  encore  un  produit  de  la  forme  voulue  en  supposant 
que  les  p  égalités  [3^  =  y.i  sont  vérifiées  sauf  une  seule.  Si,  par  exemple, 
on  a 


i^i  étant  quelconque,  on  a  le  produit 


?, 


\=^-P^ 


BtA 


à\ri.  d.r^^  dxy_^        d.r,, 


a,  ...a,_,  ;î,a,+,..   a,,  ^^.^      6/«i      6^^<2 


Ou, 


et  la  somme  des  termes  ainsi  obtenus  en  faisant  varier  j3,  peut  s'écrire 


o/YA 


0\k   àji-:,,  ^^^a,, 


*' *^  •••='•-'''*'*- '•■•«/'c/^ai    ^"i 


Oit. 


Comme  l'indice  variable  [i,   peut  remplacer  l'un  quelconque  des 
indices  a,,  ao ,   ...,  a^,   on   voit  qu'en   définitive  le   coefficient  de 

dans  la  seconde  intégrale  a  pour  expression 


0/ 


ÔUi 


(Ju , 


à\n 


à\. 


à\n 


('7)     ^x,<.,...:.,-HA^^^,^,_,^^)^y^i^Aj,^^,_,^^,-^-h 

h 

et  la  dérivée  —ry  est  représentée  par  une  intégrale  multiple  de  même 
forme  que  \,  : 

(.8)    ^=/7'...ryr3.,.   ,*^î^....^rf„,rf„....  ,/„,„ 

^         ■'  (Il  J   J  J    M^      a,a.  ...3c^,    ^^1^      j^^^  ^^^^^  I  -  in 

cette  intégrale  étant  étendue  au  même  domaine  que  la  première. 

Pour  que  I^  soit  un  invariant  intégral  absolu,  il  faudra  que  —j^  soil 

iml,  quel  que  soit  le  domaine  d'intégration,  c'est-à-dire  que  tous  les 
coefficients  B^  .^^^   ^^    soient  nuls  séparément.  Donc,  pour  que.  1^  soU 
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un  invariant  intégral  absolu,   il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait,  pour 
toutes  les  combinaisons  d'indices  a,,  y-j,  . . .,  a^,, 

Pour  que  \p{t)  soit  un  invariant  intégral  relatif,  il  suffira  que  l'in- 
tégrale multiple  (i8),  qui  exprime  -—■>  étendue  à  une  multiplicité 
fermée  quelconque,  soit  nulle,  c'est-à-dire  que  l'expression 


a,  ...a,, 


soit  une  différentielle  totale  exacte.  On  obtiendra  les  mêmes  condi- 
tions en  exprimant  que  l'intégrale  multiple  I^_^,  d'ordre  yo  -(-  i,  qu'on 
déduit  de  I^,  ainsi  qu'il  a  été  expliqué  plus  haut,  est  un  invariant  iiîlé- 
gral  absolu  d'ordre  ^-i-i,  ce  qui  fournit  les  équations  de  même 
forme  que  les  équations  (19) 

'«1 


les  ^la,a....a,+,  étant  données  par  les  équations  (3)  ou  (4)  suivant  la 
parité  de  p. 

II. 

6.  M.  Poincaré  a  aussi  indiqué  (^Méthodes  nouvelles  de  la  Méca- 
nique céleste,  t.  III,  p.  33)  un  procédé  permettant  de  déduire  dans 
certains  cas  d'un  invariant  absolu  I^  un  invariant  absolu  d'ordre  infé- 
rieur I^_ , . 

Soit 
un  invariant  absolu  d'ordre  p  du  système  (i5);  si  l'on  pose 

n 


1  =  1 
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on  a  un  nouvel  invariant  inlégi^al  d'ordre  p  —  i  : 

(22)  I^_,:^  f J. . .  J^C^^^^,_,,^^^dx^^dx^^. . .  dx^^_^. 

Telle  est,  sous  sa  forme  générale,  la  proposition  que  M.  Poincaré  a 
déduite  de  la  liaison  qui  existe  entre  les  invariants  intégraux  et  les 
équations  aux  variations.  Il  est  facile  de  la  vérifier  au  moyen  des  con- 
ditions (19).  Il  suffît,  en  effet,  de  montrer  que  les  relations 

n 


(23)     X(C«,a^     •«,-.)"^2v^''«--=';'-J^  "^•••'^^«■«--   *P-''^^«^"_J 

sont  les  conséquences  des  équations  (19).  Or,  on  a 


i      II 


Remplaçons  X(Aa^a,^  ..«,_./)  par'sa  valeur  tirée  des  formules  (19)  ; 
il  vient 


^h 


à^h 


Zi     '.i  (A/,  „„_...  «^__,  ^^^  +  . 


En  remplaçant  de  même  les  C  par  leurs  valeurs,  la  relation  à  véri- 
fier (22)  devient 


Zà2à      '''■■■'^}'-^'     ''dxu 


àXh     ,  .     .  àXh 


i^'^  (^/' «-■*/'-"  t^X,    "^^      •^- Aa,...a,,^,A 


C^Xa,     '    ^      •     ■     ^ -«....  a,,^,/'  ^.^^ 


OU,  en  supprimant  les  termes  qui  se  détruisent  immédiatemenl, 

1        A  I         A 
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il  suffit  de  permuter  les  indices  i  et  h  pour  apercevoir  l'identité  des 
deux  membres. 

7.  Pour  énoncer  plus  facilement  les  résultats  qui  vont  suivre,  j'ex- 
pliquerai d'abord  un  certain  nombre  d'expressions  et  de  notations  qui 
seront  employées.  J'appellerai  l'opération  par  laquelle  on  passe  d'un 
invariant  absolu  I,,  ou  d'un  invariant  relatif  .1^,  à  un  invariant  ab- 
solu \'^  (§  4)  l'opération  (D).  Cette  opération,  appliquée  à- un  in- 
variant ï^,  conduit  à  un  invariant  identiquement  nul,  comme  on  l'a 
déjà  fait  observer.  L'opération  définie  au  paragraphe  précédent,  par 
laquelle  on  déduit  d'un  invariant  absolu  \p  un  invariant  absolu  \p_^ 
d'ordre  inférieur,  sera  appelée  pour  abréger  l'opération  (E).  Celte 
opération  conduit  à  un  invariant  identiquement  nul,  si  l'invariant  I^ 
auquel  on  l'applique  satisfait  aux  relations 


(24) 


y^  ^0L,<X^...Oi,,-^i^i—   ^l 


1  =  1 


quels  que  soient  les  ^  —  i  indices  a,,  a^,  . . .,  a^,_,.  Nous  dirons  alors 
que  l'invariant  I^,  est  exceptionnel,  et  nous  le  représenterons  par  la 
notation  I^.  AppUcjuée  à  un  invariant  non  exceptionnel,  V opéra- 
tion {¥j)  conduit  à  un  invariant  exceptionnel  It,-  Nous  avons,  en 
efîet, 

n 


A  =  i 


et  le  coefficient  de  X,Xa  dans  le  second  membre  est 


i-.A 


',/' 


Cette  propriété  rapproche  l'opération  (E)  de  l'opération  (D),  et  en 
définitive  nous  sommes  conduits  à  considérer  quatre  espèces  d'inva- 
riants absolus  : 

i"  Les  invariants  qui  ne  sont  ni  I^  ni  P  ;  nous  les  représenterons  par 
la  notation  I^,  quand  il  y  aura  lieu  de  mettre  cette  propriété  en  évidence; 

2"  Les  invariants  I^,  pour  lesquels  l'expression  sous  le  signe  inté- 
grcd  est  une  différentielle  totale  exacte  ; 
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3"  Les  invariants  exceptionnels  qu'on  vient  de  définir  I*  ; 
4"  Un  invariant  Ij,  peut  être  à  la  fois  I^  et  I*  ;  nous  le  représente- 
rons alors  par  I^'^*. 

Les  résultats  acquis  jusqu'ici  peuvent  se  résumer  ainsi  : 

1°  L'opération  (^D)  appliquée  à  un  invariant  1^  ou  I^  conduit  à 
un  invariant  1^  ou  I^'^  ;  appliquée  à  un  invariant  I^  ou  l'p'^\  elle 
conduit  à  un  invariant  ide/>tiquemeni  nul. 

2°  L'opération  (E)  appliquée  à  un  invariant  I^  ou  I^  conduit  à 
un  invariant  V  ou  If^  ;  appliquée  à  un  invariant  1*  ou  Tp'^\  elle 
conduit  à  un  invariant  identiquement  nul. 

Ces  deux  opérations  se  rapprochent  donc  par  cette  propriété  com- 
mune ;  si  l'on  applique  l'une  d'elles  deux  fois  de  suite,  on  aboutit  tou- 
jours à  un  invariant  identiquement  nul. 

8.   Nous  allons  compléter  les  énoncés  précédents. 

A.  L'opération  (E)  appliquée  à  un  invariant  I^  conduit  à  un 
invariant  I^lf . 

Il  suffit  de  démontrer  que,  si  les  fonctions  Aa,a,...a.  vérifient  les  re- 
lations (19)  et  les  relations  (6)  ou  (6)',  les  fonctions  Cg^^,,,  ^^^  _  défi- 
nies par  les  formules  (21)  satisfont  aux  relations  analogues  aux  rela- 
tions (6)  ou  (6)', 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  p  soit  impair;  p  —  i  est  pair, 
et  il  faut  prouver  que  l'équation 

.     ^  <^Ga,  ...a^^,  àCa,_  .a,,  <^Ga, ...  a,,a,  <^Ga,,a, ...  a,,  _. 

est  une  conséquence  des  équations  (G)'  et  (19). 

Remplaçons  les  C  par  leurs  valeurs;  la  relation  à  vérifier  devient 

■^a,a,...a,,^..-+-^  ^l^.^^  -^a, ...  a,,,  "^  •  •  •  '^^(j,-^  ^^  ^a^a, ...  a,,_,. 
i  '  i  '' 

,,    /'^Aa.a,.  .a,,   ,/  ^A.a,...a,,/  ^^A»   a,...a,,_,iA 

■  : =^- 


àx<x 


r 


i 

Mais,  p  étant  impair,  une  permutation  circulaire  de  p  indices  équi- 
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vaut  à  un  nombre  pair  de  dérangements,  et  la  relation  peut  encore 


s'écrire 


...a,, 


i 


dX, 


A 


âXi 


OXa 


dj' 


t)X,  N 
^A,a^a,  ..   a,, 


^^a,,^. 


=  O, 


OU,  en  tenant  compte  de  la  relation  (6)', 


X(A,..^....^)-f-;^(A,.,^. 


dXi 


"■vôx^^ 


A 


dX, 

a,...a,,_,,^ 


=  O. 


On  retombe  précisément  sur  les  équations  (19). 

On  aurait  des  calculs  analogues  pour  le  cas  où  p  est  pair  (  '  ). 

B.  U opération  (D)  appliquée   à   un  invariant  V  conduit  à  un 
invariant  V^'T- 

Soit  V  un  invariant  absolu  d'ordre  p, 


les  fonctions  A»  „     „  vérifiant  les  relations 


'^-•■*/'6/.-/' 


(•9)    X(A.,..,..„^)  +  2(a  '"'' 

(24)  2a 


A, 


ax,  ^ 


^a,...a,,^,i--< 


X;=   O. 


==   O, 


L'invariant  I^^,  correspondant  a  pour  expression,  en  supposant  par 
exemple  que  p  soit  pair, 


{•)  Il  peut  se  faire  que  l'opération   (E)  appliquée  à    un   invariant  intégral  1" 
conduise  aussi  à  un  invariant  l^f'^'. 
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OÙ  l'on  a  posé 

<^A -x  ûtj . . .  a,,           O-^ct. a,,/ 

à\,a,...OL,^, 

=^a,. ..«,,-           ^^^             1           j^^^           1     •• 

<}^!X^ 

Il  s'agit  de  montrer  que  les  relations 

n 


i  =  l 
OU 


2x, 


H-   ...  H ï 1    =  O 


dxi  dx^.,  '  '  '  àx 


F 


sont  des  conséquences  des  relations  (19)  et  (24). 
La  relation  à  vérifier  peut  s'écrire 


X(A.,.,.^.„)^2X,('^V...-.^^) 
ou,  en  remplaçant  \(Ag,^^^_^^)  par  sa  valeur  tirée  de  (19), 

i  i 


Mais,  p  étant  pair,  on  a 


A  _A  A  A 


et  il  reste 


d 


2 A«,...,„,x,W...  +  -^ (Va,.  ..,,,,. X, 


dx,\jU--^--,"-^ j    ox^/    ..,..,.,..,.  -o; 

sous  cette  forme,  on  voit  immédiatement  que  la  relation  à  laquelle  on 
est  conduit  résulte  des  relations  (24). 

Le  même  calcul  prouve  qu'on  sera  conduit  à  un  invariant  I^;'*  en 
appliquant  l'opération  (D)  à  un  invariant  I^  pour  lequel  toutes  les 
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sommes 


i 

sont  des  constantes. 

C.   Les  opérations  (D)  et  (E)  sont  permutables. 

En  appliquant  successivement  les  opérations  (E)  et  (D)  à  un  inva- 
riant I^,  on  est  conduit  à  un  invariant  l'^'^'^*  (qui  peut  être  identique- 
ment nul).  En  appliquant  les  mêmes  opérations  dans  l'ordre  inverse 
au  même  invariant  I,„  on  obtient  encore  un  invariant  \"^'^\  Les  deux 
invariants  I^'"'  et  l''*^'^'  sont  identiques,  au  signe  près. 

Soit 

^P=  f j  •  •  ■  f  ^^o..o^.....o.^dx^^  . . .  dx^^ 

un  invariant  absolu  quelconque  d'ordre  p.  En  lui  appliquant  l'opéra- 
tion (E),  on  obtient  un  invariant  l^_,, 

K-^~J  J   '"  j    ^^a.a,  ...ap_,  <^-^a,  •  •  •  '^^ap-.î 


OU 


De  I^_,  on  déduit  ensuite  l'invariant  I^'^', 
où  l'on  a  posé,  en  supposant,  pour  fixer  les  idées,  que  p  soit  impair, 


^Ca,a5...a,,_,  C/Ca^ ...  a,,_,  a,, 


^^-•a,, «o  ...a,,- 


d.r 


a,— 1 


~2ààa;r.    (-\Ag^_5(^...a^,_,,) 


'^0 


•Xr 


(X,A,^...,.) 


D'autre  part,  en  appliquant  à  I,,  l'opération  (D)  la  première,  on 

Journ.  de  Math.  (6°  série),  tome  IV.  —  Fasc.  IV,  1908.  4t> 
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obtient  un  invariant  I^^,, 

OÙ  l'on  a  posé,  puisque  p  est  impair, 


oJlo 


a,  a,...  a,,/  ^,^,  ^^^^  ■  ^^^^  •••  ^^ 


p 


ce  qu'on  peut  encore  écrire,  d'après  une  remarque  antérieure  (§  1), 

De   V^      on  déduit  enfin,  au  nnoyen   de   l'opération   (E),   l'inva- 
variantl'^'''"', 

^P   '**  —    /     /   •  •  •    /    ^(x, ...  a,,  Û^-^'a,  •  •  •  ^-^"a,,? 

où  l'on  a  posé 

ni  V    1  Y 

^"^  ^      et         oc    /  ^^      -     ^*"* 


Xi  . . .  3tp_,/ 


En  ajoutant  les  expressions  de  ^14, ...a,  et  de  C'»^    ^  ,  il  vient 

^'^'a, . , .  a,,  ~t~  •^a,  ...a,, 


ou  encore,  p  étant  impair, 

.1/  -4-  o' 

'^'^  a,  ...a,,    1^  ^a,  ...a^ 


=  o. 


On  a  donc,  en  définitive. 


V    —     V    • 
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9.  Ces  propriétés  étant  établies,  supposons  qu^on  connaisse  un  in- 
variant intégral  absolu  I^  des  équations  (i5)  (/?  >  i). 

En  lui  appliquant  l'opération  (E),  nous  obtiendrons  un  invariant 
I^_,  qui,  en  général,  ne  sera  pas  un  invariant  \fj^.  Donc,  en  appli- 
quant à  Y  l'opération  (D),  on  obtiendra  un  invariant  I^'*'  non  iden- 
tiquement nul. 

Nous  venons  de  voir  qu'on  obtiendrait  le  même  résultat  en  procé- 
dant dans  l'ordre  inverse,  La  liaison  entre  les  quatre  invariants  I^, 
Id  ,  7  I^+p  I^'*'  est  représentée  par  le  schéma  suivant  (yfig.  i)  : 


Fig.  I. 


Il  peut  arriver  que  le  cycle  soit  incomplet.  Partons  toujours  d'un 
invariant  I^;  si  l'opération  (E)  conduit  à  un  invariant  I'*'.',^',  l'inva- 
riant ly''  *'  sera  identiquement  nul,  et  l'invariant  I^^^  déduit  de  F  par 
l'opération  (D)  sera  un  invariant  I^^j^^'.  Si  l'on  part  d'un  invariant  V\ 
l'opération  (E)  conduit  à  un  invariant  l'fi^';  si  l'on  part  d'un  inva- 
riant I^,  l'opération  (D)  conduit  à  un  invariant  ly'l';'. 

Nous  pouvons  résumer  tous  les  résultats  qui  précèdent  dans 
l'énoncé  suivant  : 

De  tout  invariant  absolu  \p{p  >i)  ou  de  tout  invariant  relatif  J^, 
on  peut  toujours  déduire,  par  des  additions,  multiplications  et  dijfé- 
rentiations,  au  moins  un  invariant  Vf'^\  non  identiquement  nul. 

La  conclusion  peut  être  en  défaut  pour  un  invariant  absolu  I,;  ce 
cas  sera  traité  à  part. 


35o 


E.     COURSAT. 


m. 


10.  Nous  sommes  maintenant  amenés  à  examiner  la  question  sui- 
vante : 

Connaissant  un  invariant  intégral  \^-^^  des  équations  différen- 
tielles (i5),  quel  parti  peut-on  tirer  de  la  connaissance  de  cet  inva- 
riant pour  l'intégration  du  système? 

Soit  l'f'  '"'  un  invariant  intégral  d'ordre  /?, 
(26)  If  =  j j . . .  j  ^A.^^^,^_^^dx^^dx^,^. .  .dx^^\ 

s 

les  coefficients  A„  „     »  vérifiant  les  relations 

n 

quels  que  soient  les  indices  a,,  a,,  ...,  a^^-n  les  équations  (i5) 
entraînent  les  suivantes: 

R 

(27)  2A«,«,...«^_„6/x-=0. 

j  =  l 

Les  équations  (-27),  linéaires  et  homogènes  en  dx^,  dx^^  ....  dx^^ 
se  réduisent  donc  à  m  équations  distinctes,  m  étant  inférieur  ou  au  plus 
égal  à  /i  —  I.  Si  /;/'  —  /î  —  I,  les  deux  systèmes  (1 5)  et  (27)  sont  équi- 
valents; mais,  lorsque  m  est  inférieur  à  /z  —  1 ,  le  système  (27)  est  plus 
général  que  le  système  proposé  (  i5)  et  toute  intégrale  du  système  (27) 

F(a;, ,  x'a,  . . . ,  Xn)  =  consl. 

est  aussi  une  intégrale  première  du  système  (i5).  Dans  ce  cas,  la  con- 
naissance de  l'invariant  I*^'''  ''  permet  de  simplifier  le  problème  de  l'inté- 
gration. Nous  allons  montrer  en  cITct  (jiic  les  ni  équations  distinctes 
auxquelles  se  réduit  le  système  (27)  forment  un  système  complète- 
ment intégrable. 
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Rappelons  d'abord  le  résultat  suivant  de  M.  Frobenius  (').  Etant 
données  k  équations 

(28)  h^^dx,-{-  ..  .-\-  h^ndXn=0  ([J.  =  1 ,  2,  .  .  .  ,  /f) 

se  réduisant  à  m  équations  distinctes  (m  <^  /i),  pour  que  ces  m  équa- 
tions forment  un  système  complètement  intégrable,  il  faut  et  il  suffit 
que  les  relations 

(^9)         ii«.'v(^-^)=o 

soient  des  conséquences  des  relations 

n  n 

(3o)  ^A^iUi^o,         ^Kj^j='^'- 

i  =  \  =1 

Les  coefficients  A^,  des  équations  (28)  sont,  pour  le  système  con- 
sidéré ici,  de  laforme  Agj  (jj  5t  _,,  en  désignant  par  a,,  aj,  . . .,  a^_,  une 
combinaison  des  n  premiers  nombres  (/?  —  1  )  à  (/?  —  i).  La  différence 


C'-^a,  a„...a„-,  i  ^'^(x,iXi. 


■Olp^il 


■  j 


est  une  combinaison  linéaire  des  dérivées 

d'après  les  équations  de  condition  (6)  ou  (6)',  qui  expriment  que 

est  une  différentielle  exacte. 

Il  nous  suffira  donc  de  vérifier  que  les  relations 

i  =  \   /  =  i 

(')  Frobenius,  Journal  de  Crelle,  t.  82,  1877,  P-  ^7^-  ^oir  aussi  Forsyth, 
Theory  of  dlfferential  équations,  part  I,  p.  5i.  Frobenius  suppose  k-<,n\  mais 
on  peut  aussi  supposer  k~>  n^  comme  c'est  le  cas  dans  l'exemple  traité  ici. 
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sont  des  conséquences  des  relations  (3o).  Nous  pouvons  écrire  l'équa- 
tion (3  I  ) 


^   "/^ —  r.==:(); 


i=l  /=1 


d'autre  part,  de  la  relation  (3o), 

n 

on  déduit 

y  <^A^,...a,--.V  y  _^   -  o 

et    a  relation  à  vérifier  peut  encore  s'écrire 

n  n 

2  2^«-  «/'-^â^"'='^ 


ou 


i  =  \   /  =  i 


^  ^r^  y  A»        »       ,:  M;  =  o, 


et  cette  dernière  condition  est  évidemment  une  conséquence  des  rela- 
tions (3o). 

Lorsque  m  =:  n  —  i,  il  semble  que  la  méthode  ne  donne  aucune 
simplification.  Mais  on  peut  alors  trouver  un  multiplicateur  ('), 
comme  on  le  verra  plus  loin  (n"  11)  dans  un  cas  particulier. 

11.  Nous  allons  traiter  en  détail  les  cas  les  plus  simples,  p  =i 
et  p  =  2.. 

Soit  r^'''*'  un  invariant  du  premier  ordre  du  système  (i5), 


(  '  )  La  démonstration  dans  le  cas  général  sera  donnée  dans  un  autre  travail, 
consacré  plus  spécialemenl  à  l'étude  de  ces  systèmes  (27). 
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les  coefficients  A,,  A.,  . .  .,  A„  doivent  vérifier  les  relations 

A,  X,  -h  A.  Xa  4-  .  .  .  4-  A;,X„  r=  G, 


â^i        àk 


k 


Il  s'ensuit  que  X^dx^  +. .  .~h-  ^nd^n  est  une  différentielle  exacte  du, 
et  u  =  c  est  une  intégrale  première  des  équations  (i5).  De  tout 
invariant  du  premier  oindre  T/'^'  on  déduit  donc  une  combinaison 
intégrable  des  équations  (i5). 

Passons  au  cas  àe  p  =  i.  Soit 


I 


(rf,  e) 
2 


j  f^Kikdxidxj, 


un  invariant  T/'*'  du  second  ordre.  Les  coefficients  Ku,  vérifient  les 
relations 

(02  )  -; 1 î J -, —  =  O, 

^      ^  <^^'         à^i         ^''^^A-  (i,k,l=i,i,...,  n). 

(33)     A,-,  X,  4-  A,-2  X,  +  . . .  4-  A,-„  X„  =  o 

Les  n  relations 

i\  f  1  Uju  ^  H     i\.  ^  o  UJu  ty    i     •  •  •    I     i\  I  fi  CvJi'  fi  —  ( )  * 

/  *y  f  \  I  -^  2 1  ax  j  H    i\  0  o  c/'.x  <>  H    >  • .  ~r~  XX  o  fi  ax^  —  o  ^ 

A.fi (  (tX f  — f—  -iï-^jj  Oj-Xj-i  ~\~  .  •  •  H~  -^nn  ^^n  ~~~  ^ 

peuvent  donc  être  considérées  comme  des  combinaisons  linéaires  des 
équations  (i5).  En  vertu  des  relations  (32),  on  peut  déterminer 
71  fonctions  B,,  Bj,  ...,  B„  telles  qu'on  ait 

A    =^  -  ^, 

et  le  système  d'équations  différentielles  (34)  est  un  covariant  de  la 
forme  de  Pfaff'(*), 

(35)  B<â?a;,  H- B2â?X2  4- . . .  H- B„â?a7„; 

(  *  )  Darboux,  Sur  le  problème  de  Pfaff  {Bulletin  des  Sciences  mathématiques, 
2*  série,  t.  VI,  1882,  p.  i4-36  et  49-68). 
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d'ailleurs  ce  système  est  toujours  compatible,  puisqu'il  admet  toutes  les 
solutions  du  système  proposé  (i5).  11  en  résulte  que  le  déterminant  de 
Pfaff  correspondant 


A,, 

A(  0 

•  •      A,„ 

A21 

A22 

•  •     Aow 

Ani 

A„2 

A 

est  toujours  nul.  Cela  posé,  deux  cas  sont  à  distinguer,  suivant  la 
parité  de  ii. 

Supposons  en  premier  lieu  n  pair;  A  étant  nul,  il  en  sera  de  même 
de  tous  ses  mineurs  du  premier  ordre,  et  les  n  équations  (34)  se 
réduisent  en  réalité  à  n  —  p  —  ^  équations  distinctes  (p'^o).  Ces 
équations,  formant  un  système  complètement  intégrable,  admettent 
(n  —  p  —  i)  intégrales  distinctes 

qu'on  obtiendra  par  l'intégration  d'un  système  complet  ou  d'un  sys- 
tème de  n  —  p  —  i  équations  différentielles.  Puisque  ces  inté- 
grales o^,  f2j  "  •■,  '^n-p-i  appartiennent  aussi  au  système  (r5),  on  voit 
que  le  problème  de  l'intégration  a  été  simplifié,  puisqu'on  peut  obtenir 
(n  —  p  —  i)  intégrales  premières  par  l'intégration  d'un  système 
âe  (n  —  p  —  i)  équations  différentielles. 

Si  n  est  impair,  A  est  toujours  nul.  Si  tous  ses  mineurs  du  premier 
ordre  sont  nuls  aussi,  le  système  (34)  se  réduit  encore  à  (n  —  p  —  r) 
équations  distinctes  (p  >»  o),  et  la  conclusion  est  la  même  que  tout  à 
l'heure.  Mais,  si  tous  les  mineure  du  premier  ordre  de  A  ne  sont  pas 
nuls,  le  système  (34)  comprend  (n  —  i)  équations  distinctes  et  il  est 
entièrement  équivalent  au  système  (i.^).  Dans  ce  cas,  on  peut  trouver 
un  multiplicateur  du  système  proposé  (  1  5). 

Il  suffit  de  rappeler  les  propriétés  suivantes  des  déterminants  symé- 
triques gauches.  Soit  a,  (3, ...,  X  un  système  de  '2/- nombres  entiers,  choisis 
parmi  les  n  premiers  nombres.  Les  expressions  (a,  ^,  y,  . . .,  À)  se  défi- 
nissent de  proche  en  proche  au  moyen  de  la  relation  de  récurrence 

(a,  fi,  y,  . . .,  À)  =  (a,  p)  (y,  0,  . . .,  X) 

-h  (a,  y)  (S,  . . .,  A,  3)  -h  . . .  -h  (a,  X)  (^,  y,  . . . ,  x) 
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jointe  à  la  relation 

(a,P)==A,p. 

Etantdonnées  deux  permutations  (a,  [3,  y,  ...,  A)  et(a',  ^',  y',  . . .,  X') 
qui  ne  diffèrent  que  par  l'ordre  des  indices,  on  a 

(a,|3,Y,...,X)=.±(aM3',y',...,V), 

le  signe  -4-  convenant  au  cas  où  les  deux  permutations  sont  de  même 
classe,  et  le  signe  —  au  cas  contraire. 

Cela  posé,  soit  n  =  ip  -h  i,  et  supposons  que  tous  les  mineurs 
du  premier  ordre  du  déterminant  A  ne  soient  pas  nuls.  On  tire  alors 
des  relations  (34)  un  système  équivalent  : 


nfi^  I    (2,  3,  4,  .  ..,2/>  +  i)  (3,4,  .  .  .,  2/>  +  I,  i) 

"■^2p+l 

~   (l,  2,  3,  4,   .  .  .,  2/>) 

Ce  système  (36)  ne  diffère  pas  du  système  (i5).  Mais  il  admet  le 
multiplicateur  M  =  i .  Il  suffit,  pour  le  montrer,  de  vérifier  qu'on  a 
bien 

/     <j(2,  3,  4,    ■  .  .,  2p  -t-  l)  J(3,  4,   ■  ■  .,  2/)  4-  I,   l) 

(31  )         { 

''  \  ,      à{^,5 ,2/J+I,  1,2)      ,  _ 

Un  ternie  quelconque  du  premier  membre  de  cette  relation  est  de 
la  forme 

(a,  ^,  y,  ...,  X)  étant  une  permutation  des  (^ip  —  2)  nombres  entiers 
qui  restent  après  la  suppression  des  trois  indices  /,  A,  /.  Or,  les  trois 

dérivées  -7-^5  — r~'  tt^  ^^^1  i^  ^^^  facile  de  le  voir,  le  même  multipli- 
ciXj      dx  i     clx  1^  ■*■ 

cateur.  On  a,  par  exemple,  la  somme 

Journ.  de  Math.  (6'  série),  tome  IV.  —  Fasc.  IV,  1908.  47 
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et  tous  les  autres  termes  peuvent  être  groupés  d'une  façon  analogue. 
La  relation  (Sy)  est  donc  une  conséquence  des  relations  (32). 

12.   Soit  I,    un   invariant  intégral    absolu    quelconque    du    sys- 
tème (i5), 

I,  =  /  K^dx^  4-  Aifi^i  +  •••+-  A„o?j;„; 

l'opération  (E),  appliquée  à  cet  invariant  absolu,  conduit  à  une  inté- 
grale première 

A,X,  -h  AoXo  -h  . ..  H-  A,^X„=  const., 

théorème  dû  à  M.  Poincaré.  Ce  résultat  peut  être  illusoire,  si 
A,  X,  +  . . .  H-  A„X„  se  réduit  à  une  constante.  Nous  allons  examiner 
le  cas  plus  général  où  l'on  connaît  un  invariant  relatif  du  système  (i  5)  : 

(38)  i^^   i  A^dx^-\- .  .  .-\- KndXn. 

De  cet  invariant  J,   nous  déduisons  par  l'opération  (D)  un  inva- 
riant I2, 

(39)  "      ^i=ffi{z-'-ty^"'-- 

et  de  l'invariant  l'f  nous  déduisons  ensuite  par  l'opération  (  E)  un  inva- 
riant If  "', 

(4o)  If  ^'  =  /  P-)  d^i  -+■  [J-2dx\,  H-  ...  4-  [t.,i4^n, 

où  l'on  a  posé 

/  p./  =  «H  X,  -h  a/2  X2  -+-  . . .  -h  a,„  X«, 

(  "^'^-d^"  'à^        («,/f-i,2,...,/i). 

Si  tous  les  i^i  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  on  obtiendra  donc  par'  des 
quadratures  une  intégrale  première  du  système  (i  5)  : 

l  J(./;, ,  x._,,  . . .,  x,i)  r=  /  fx,  dXf  -+-  [L-^dx.,  +  ...-+-  [Ji„c?.r„  =  const. 
\a\  proposition  s'applique  aussi  à  un  invariant  intégral  absolu  1,, 
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pourvu  que  tous  les  coefficients  u.,  ne  soient  pas  nuls;  mais  l'intégrale 
première  à  laquelle  on  est  conduit  n'est  autre    que  l'intégrale  pre- 
mière donnée  par  le  théorème  de  M.  Poincaré. 
Il  suffit  de  vérifier  les  égalités 

^XA<^<  +  -"  + A„X„)+X,a,-,  -h...  H-  X„a,-„=o     (i=i,  i,...,ri), 
qui  deviennent,  en  remplaçant  les  ai/,  par  leurs  expressions, 

^'  ^  "^ •  •  •  +  ^«"^  "^  ^(^^^  =  ^       (?:  =  I,  2,  . . .,  n). 

On  retrouve  précisément  les  relations  qui  expriment  que  I,  est  un 
invariant  intégral  absolu.  Mais,  si  l'on  part  d'un  invariant  intégral 
relatif,  des  quadratures  sont  en  général  nécessaires  pour  obtenir  l'inté- 
grale première  U. 

15.  La  proposition  ne  s'applique  pas  si  l'invariant  I^'''''  représenté 
par  la  formule  (4o)  est  identiquement  nul.  L'invariant  du  second 
ordre  (3g)  est  alors  un  invariant  I/'"';  si  cet  invariant  I!f' ^'  n'est  pas 
lui-même  identiquement  nul,  on  a  vu  plus  haut  comment  la  connais- 
sance de  cet  invariant  permet  de  simplifier  le  problème  de  l'intégra- 
tion. L'invariant  I^'''  ^'  ne  peut  être  identiquement  nul  que  s'il  a  été 
déduit  par  l'opération  (D)  d'un  invariant  absolu  l'j^. 

Si  cet  invariant  If  est  I'^'''^',  on  a  vu  comment  il  donnait  une  inté- 
grale première  par  des  quadratures  (n°  11).  Le  seul  cas  où  la  méthode 
paraît  ne  donner  aucune  simplification  est  celui  d'un  invariant  absolu  If, 
qui  n'est  pas  en  même  temps  1','^'  ^\  Soit 

If=  rA.c^a?,  -{-... -h  Andx^ 

cet  invariant;  l'expression  A,  dx^  H-  . . .  -hA^dx^  est  une  différentielle 
exacte  dV.  D'autre  part,  l'expression 

A,X,-+-...^- A„X„ 

ne  peut  être  nulle,  sans  quoi  If  sera  I','''^';  d'ailleurs,  les  coefficients  [x, 
étant  tous  nuls,  cette  expression  se  réduit  à  une  constante  K  différente 
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de  zéro.  Des  équations  (i5)  on  déduit  alors 

A,,r/.r, -I-.  .  ■  +  k„dœ^  _    , 
^  -ah 

et  l'on  a,  par  des  quadratures,  une  intégrale  première  qui  contient  /  : 

/  K^dx^  H-  .  ..  +  KndXn^=  K/  H-  C. 

14.  Le  résultat  général  du  n°  12  établit  un  lien  entre  la  recherche 
des  combinaisons  intégrables  du  système  (i5)  et  les  invariants  relatifs 
du  premier  ordre  de  ce  système.  Il  est  facile  de  mettre  directement 
cette  liaison  en  évidence. 

Trouver  une  combinaison  intégrable  des  équations  (i5)  revient 
à  trouver  un  système  de  n  fonctions  [Ji,,  [Xo,  ...,  u,»  telles  que 
p.,  dx^  +  ]x^dx2  -\-  . . .  -\-  [i-ndxn  soit  unc  différentielle  exacte  et  qu'on 
ait  en  même  temps 

(42)  fx,X,-|-...4- [J.„X„=o. 
On  satisfait  à  cette  dernière  relation  en  posant 

(43)  [/.,=  X,-,  X,  4-  A,-2 Xa  H-  . . .  H-  X/„X„, 

les  "ki^  étant  de  nouvelles  fonctions  des  variables  a;,,  x^,  . . .,  x„  satis- 
faisant aux  conditions 

"kii  =  o,  Xjvt  -+-  "kki  =  o- 

La  condition  d'intégrabilité  -r^  =:  j^  s'écrit  alors 


(44)      x(>,,)-ix.p,..+i;(A,.^  ^  A,,^) 

en  posant 

Si  nous  comparons  ces  conditions  (44)  ^"x  conditions 

n 

(45)  X(a,,)  +^{aJ^^  +  «M^)  =  o, 


=  o, 


/i=i 
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qui  expriment  que 

I2  =  ff^  ^'*  ^^'  ^^* 

est  un   invariant   intégral  du   second    ordre,   nous   voyons    qu'elles 
deviennent  identiques  en  remplaçant  X^/^  par  a^/^^  pourvu  qu'on  ait 

àa.h        dauk        àa/à  _ 
O^k  à^i         àx/i  ' 

c'est-à-dire  toutes  les  fois  que  l'invariant  I2  est  I^,  ou  a  été  déduit  d'un 
invariant  J,  ou  I,  par  l'opération  (D). 

15.  La  combinaison  de  calcul  qui  conduit  à  ce  théorème  peut  se 
justifier  a  ^77or/ par  une  remarque  qui  a  été  le  point  de  départ  de  ce 
travail  et  que  je  développerai  seulement,  pour  plus  de  simplicité,  dans 
le  cas  de  trois  variables. 

Considérons  un  système  de  trois  équations  différentielles  du  premier 
ordre  que  j'écrirai,  avec  les  notations  ordinaires, 

/  ,n\  dx         dy         dz  ,, 

(46)  —  =  ^  =  —  =dt, 

X,  Y,  Z  ne  dépendant  pas  de  /,  et  soit 

J,  =  I  a  dx  -h  b  dy  -h  c  dz 

un  invariant  intégral  relatif  de  ce  système,  que  nous  pouvons  rempla- 
cer par  un  invariant  intégral  absolu  du  second  ordre 

I^  =  /  /a  dx  dy  -h  B  dy  dz  -\-  C  dz  dx, 

où 

.   da        db  p db        de  p de         da 

dy        dx  dz        dy  dx        dz 

l'expression  sous  le  signe  //  étant  une  différentielle  exacte. 

Soit  Co  une  courbe  fermée  quelconque,  qui  n'est  tangente  en  aucun 
de  ses  points  à  la  caractéristique  des  équations  (46)  issue  de  ce  point; 
prenons  une  surface  2o  liniitée  par  r^  et  telle  que  la  caractéristique 
issue  d'un  point  quelconque  ne  soit  pas  tangente  à  la  surface. 
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Soit  Mo  un  point  quelconque  de  2o  de  coordonnées  Xo^y^,  z^'^  si 
nous  prenons  pour  valeur  initiale  de  /  la  valeur  zéro,  les  valeurs  initiales 
de  X,  y,  z  étant  Xoi  Xo,  z,,  dans  les  équations  (46),  le  point  de  coor- 
données (x,  y,  z)  décrit  un  segment  de  caractéristique  M,, M  lorsque  / 


varie  de  zéro  à  6.  Si  6  est  suffisamment  petit,  le  lieu  de  ces  caractéris- 
tiques est  un  volume  analogue  à  un  cylindre,  limité  par  deux  sur- 
faces liQ  et  Sq,  et  par  une  surface  S  engendrée  par  les  segments  de 
caractéristiques  issues  des  différents  points  de  C^,  lorsque  t  varie 
de  zéro  à  6. 

L'intégrale  If  étendue  à  toute  la  surface  extérieure  qui  limite  ce 
volume  est  nulle;  d'autre  part,  comme  I^  est  un  invariant  intégral, 
l'intégrale  prise  suivant  le  côté  extérieur  de  Se  est  égale  à  l'intégrale 
prise  suivant  le  côté  intérieur  de  Sq.  Par  conséquent,  l'intégrale  I^ 
étendue  à  toute  la  surface  S  est  mdle.  Si  nous  considérons  cette  inté- 
grale comme  une  fonction  F(ô)  de  G,  nous  pouvons  donc  écrire  qu'on 
a  F'(6)  =  o.  Pour  évaluer  cette  dérivée,  supposons  les  coordonnées 
d'un  point  de  Cq  exprimées  en  fonction  d'un  paramètre  variable  u  de 
telle  façon  qu'on  obtienne  tous  les  points  de  cette  courbe  en  faisant 
varier  u  de  zéro  à  U  ;  les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  S  sont 
alors  des  fonctions  de  deux  variables  u  et  /, 

(47)  x  =  f,(i,u),         y  =  f.,(t,u),         z=f,{t,u), 

ol  l'on  obtient  tous  les  points  de  cette  surface  en  faisant  varier  u  de  zéro 
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à  U  et  /  de  o  à  6.  La  fonction  F (6)  a  alors  pour  expression 

^    ^      Jj\       D{t,u)  D{t,u)  D{t,u)_\  ' 

cette  intégrale  double  étant  étendue  au  domaine  qu'on  vient  de  défi- 
nir, et  x,y,  z  étant  remplacées  par  les  expressions (4^)  dans  A,  B,  C. 
On  peut  encore  écrire  cette  formule,  en  tenant  compte  des  équations 
différentielles  (46)  elles-mêmes, 


) 


au  ou)  \     du  t'^/J 


au  au)  \ 

Pour  8  =  o,  la  dérivée  F'(G)  se  réduit  à 

/'[(CZ  -  AY)|î  +  (AX -  BZ)|  +  (BY  -  CX)^  rf„, 

c'est-à-dire  à  l'intégrale  curviligne 

r  (CZ  -  AY)  dx  +  (AX  -  BZ)  ^j  +  (BY  -  CX) dz, 

prise  le  long  de  Cq.   Cette   intégrale  étant  nulle,  quelle  que  soit  la 
courbe  fermée  Co,  l'expression 

(48)       (CZ  — AY)^^  +  (AX-BZ)6fy  +  (BY-CX)6/^ 

est  donc  une  différentielle  exacte. 
D'ailleurs,  on  a 

X(CZ  -  AY)  -h  Y(AX  -  BZ)  +  Z(BY  -  CX)  =  o, 

et,  par  suite,  l'expression  (4^)  est  une  combinaison    intégrablc  des 
équations  (46). 

Si  l'on  a  en  même  temps 

CZ  -  AY  =  o,         AX  -  BZ  =  o,         BY  -  CX  =  o, 
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on  en  déduit 

X  _  Y        Z 
B  ~~  C  ~  A' 

et  le  système  (/j6)  est  équivalent  au  système 
/ , r\i  dx         dy         dz 

(46)  ^  =  -é  =  X' 

ce  nouveau  système  admet  pour  multiplicateur  l'unité,  car  on  tire  des 
expressions  de  A,  B,  G  la  relation 

d^        âC        dX 
d.T        dy         dz 

16.  Pour  terminer,  nous  appliquerons  encore  le  théorème  général 
aux  invariants  d'ordre  n  et  d'ordre  n  —  i.  Soit  I„  un  invariant 
d'ordre  /î, 

(49)  ^«~  /   f  "  •  f  ^<i^\^-^2  •  •  'dXn'^ 

toute  intégrale  multiple  d'ordre  n  pouvant  être  remplacée  par  une 
intégrale    multiple   d'ordre  n  —  1  étendue  à  une  multiplicité  fermée, 
on  peut  considérer  I„  comme  un  invariant  I^.  L'opération  (E)  appli- 
quée à  cet  invariant  conduira  donc  à  un  invariant  l[flf^- 
Supposons  71  impair;  nous  prendrons 

A  A  A  —  —  M 

-^^12...n  —  -'*^2  3...ni  —  ■^*-3i...n{-2  —  •  •  •  —  ^'*^) 

et  l'invariant  I|,'l',''*  aura  pour  expression 

(50)  i;f4*  =  f  f-  '■  /M  [X^dx^  dx._ . . .  dx„_f  -h  X,  dx.^ . . .  dx„  -h  . . .]. 

L'expression  sous  les  signes  d'intégration  doit  être  une  différen- 
tielle exacte;  comme  n  —  i  est  pair  par  hypothèse,  on  a  donc  la  rela- 
tion 

(5i)  -^^ — -  + -~ — --h...-h-^. =  o, 

^      -^  dxi  djc^  d.i„ 

ce   qui  montre  que  M  est   mi  niiilliplicateur,  et  nous  retrouvons  un 
théorème  de  M.  Poincaré.  Le  système  d'équations  différentielles  (27), 
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associé  à  rinvariant  l^fj,'*  est,  dans  le  cas  actuel,  identique  au  sys- 
tème (i5)  lui-même. 

La  conclusion  est  la  même  si  ii  est  pair.  Nous  devons  prendre 

-^1  2...«  ^  -'»^2  3...«)   -—•   -^34. ..«12  •  •  •    -—    J-'^5 

et  l'invariant  I^f::,"'  a  pour  expression 

(5o)'     l\f^^^^=^l  I . . .  I  M[\n<^Xfdx2..  .dx„_,  —  Xfdx2...dx^-h  .  ..\'^ 

mais,  n  —  i  étant  impair,  la  condition  (5  i  )  ne  change  pas. 

Supposons  enfin  que  nous  connaissions  un  invariant  I,j_,.  Plusieurs 
cas  sont  à  distinguer,  suivant  les  hypothèses  qu'on  peut  faire  sur  cet 
invariant.  Si  l'on  a  un  invariant  l\fl^^\  il  est  de  la  forme  (3<>)  ou  (^o), 
suivant  la  parité  de  /*,  et  la  relation  (5i)  est  encore  vérifiée,  de  sorte 
que  M  est  un  multiplicateur. 

Un  invariant  I„_,  qui  n'est  pas  I^  ,  donne  un  invariant  I„  par  l'opé- 
ration (D)  et  par  suite  un  multiplicateur. 

Mais,  si  l'on  applique  l'opération  (E)  à  un  invariant  I"  ,,  on  obtient 
un  invariant  I,^  ,,  et  il  semble  que  l'opération  (D)  sera  nécessaire  pour 
arriver  finalement  à  un  invariant  Vfl^"  ,  c'est-à-dire  à  un  multiplica- 
teur. Mais,  dans  ce  cas,  il  se  produit  une  simplification,  ainsi  qu'il 
résulte  d'un  théorème  de  M.  Kœnigs(*);  le  système  d'équations  dif- 
férentielles (27),  associé  à  Tinvariant  I^_^,  est  complètement  inté- 
grable,  et  l'on  obtient  ainsi  une  équation 

qui,  jointe  à  Téquation  X(/)  :=  o,  forme  avec  celle-ci  un  système  com- 
plètement intégrable. 

Il  est  facile  de  comprendre  la  raison  de  cette  simplification  et  de 
voir  en  même  temps  pourquoi  elle  ne  se  produit  pas  dans  le  cas  géné- 
ral. Supposons  que,  par  un  changement  de  variables,  on  ait  ramené  le 


(')  Sur  les  invariants  intégraux  {Comptes  rendus,  t.  CXXII,  6  janv.  1906, 
p.  2.0-27). 
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système  (i5)  à  la  forme 

02  )  =  — -  =  — ^-i  =  • — -  =  al. 

o  o  o  I  ' 

et  soit  I„_,  un  invariant  intégral  d'ordre  n  —  i 

les  coefficients  o.,,  ul^,  . . .,  a,^  ne  dépendant  que  des  variables  x,,  ^2,  . . ., 


'^n—i  ■ 


L'opération  (E)  appliquée  à  cet  invariant  !„_,  conduit  à  un  inva- 
riant I^^,  où  ne  figurent  ni  x^ni  dx^  : 

A«-j  =//•••   /    ^^a,a,...a„_2  ^"^ai^-^aj*  •  •  ^■^a„_,' 

Le  système  d'équations   différentielles  (27),    associé    à    cet   inva- 
riant I^  2  5  6st  de  la  forme 

X|,  X^,  . . .,  X„_,  ne  dépendant  pas  de  x-^,  et  les  deux  équations 


n  —  \ 


Yh 


i  —  \ 


àf         „  df 


=  G,  -r^-  =  o 


dxi  '  (>x„ 


forment  bien  un  système  complet. 

Prenons  au  contraire  un  invariant  intégrai  du  système  (52)  d'ordre 
inférieur  à  /^  —  i,  par  exemple  un  invariant  1^ 

les  coefficients  A,;t  ^^'it   indépend;ints  de  j7„,  et  Tinvarianl  1  j"  qu  on 
en  déduit  par  l'opération  (E)  est  de  la  forme 

l";  =  /  C,  dx^  -\-  C2 dx^  H-  ...  -h  C„  ,  dx„ _ , , 
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G,,  Ga,  . . .,  G«_,  étant  des  fonctions  de  x,,  .Xj,  .  . .,  ic,i_,  qui  peuvent 
être  quelconques.  F^e  système  (27),  associé  à  cet  invariant  I^,  se  réduit 
ici  à  l'équation  unique 

G,  dJC^  -h  Q.^dx.,  +•  .  .  .  H-  G„_,  dxn-.^  =  o, 

et  il  est  clair  que,  en  g-énéral,  cette  équation  n'est  pas  complètement 
intégrable  si  n  est  supérieur  à  3. 


SUR    LA     SOMMAIULITÉ    DES     SÉKIES    d'cNE    VABIABLE.  36'] 


Sur  la  sommahiiité  des  séries  d'une  variable 
réelle   ou  complexe  ; 

Par  m.  a.  BUHL, 

Maître  de  conférences  à  la   Faculté  des  Sciences  de  Montpellier. 


Objet  du  Mémoire.  —  Je  reviens,  dans  ce  travail,  sur  des  points 
laissés  en  suspens  vers  la  fin  de  mon  Mémoire  Sur  la  généralisation 
des  séries  trigonométriques,  publié  ici  même.  Mais  ces  nouvelles 
pages  pourront  être  lues  indépendamment  dudit  Mémoire,  car  les 
méthodes  de  sommahiiité  employées,  vues  d'une  manière  suffisam- 
ment générale,  sont  celles  qui  s'appliquent  à  hien  d'autres  séries,  notam- 
ment à  la  série  de  Taylor. 

J'ai  même  pu  réindiquer  hrièvement,  sans  recourir  à  la  théorie  des 
intégrales  curvilignes,  tous  les  résultats  quej'ai  déjà  donnés,  en  m'ap- 
puyant  sur  cette  théorie,  dans  différentes  Notes  des  Comptes  rendus 
et  du  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  résultats  qui  me 
raissent  apporter  d'intéressants  compléments  à  ceux  dus  surtout 
à  MM.  Mitlag-Leltler  et  Borel. 

I.  —  Généralités.  Cas  des  séries  trigonométriques. 

1.   Soient  les  deux  séries  ' 

(i)  F(ic)  =  «^(ic) -h  w,(x-) -h  «2(57) -f- . . ., 

(•-^)  /(^;  =c„(^)  +c,(^)  +-c,(^)  +..., 

qui  sont  supposées  représenter  les  premiers  membres  dans  des  condi- 
tions connues,  c'est-à-dire  lorsque  x  ç.X.'i,  sont  dans  de  certains  inter- 
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valles  ou  dans  de  certaines  rég^ions  du  plan  s'il  s'agit  de  variables  com- 
plexes. Nous  aurons  à  supposer  de  plus,  dans  ce  qui  suit,  quey(H)  de- 
vient infinie  pour  de  certaines  valeurs  a,,  a^,  .  . .,  a„  de  ç,  mais  que  la 
série  (2)  reste  propre  à  représenter  y (^)  dans  le  voisinage  immédiat 
de  tous  ces  a,  ou  tout  au  moins  quand  ^  tend  vers  un  a  d'une  manière 
bien  déterminée. 

Si  l'on  forme  le  produit  F(/r)/(^),  on  peut  l'écrire 

^0       0  0        \      '       ^ 0       2      ""  •  •  • 

-+-  C,  Wo  -H  C,  M,  H-  C,  «2  -+-  •  •  • 
-h  C2  W„  H-   C2  «,  +   C2  «2  +  •  •  • 


Désignons  par  s„  la  somme  des  n  -+-  r  premiers  termes  de  (i).  Dans 
le  Tableau  précédent,  la  diagonale  principale  et  tous  les  termes  placés 
au-dessous  peuvent  se  représenter  par 


c«"«" 


n=0 


En  tenant  compte  des  autres  termes,  on  arrive  facilement  à  la  for- 
mule 


71  :=  00  n=:  00 

TT/  .v»\  '^  ^n^n       ,      V^   „  Co  -h  Cl  -h  .  . 

n=0  n=o 


On  démontrerait  sans  aucune  peine  que  le  second  sigma  tend  vers 
zéro  si  ^  tend  vers  l'une  des  valeurs  a  précédemment  définies,  à  con- 
dition que  la  série  (i)  soit  convergente.  On  a  donc  à  la  fois 

(3)  F(a;)  =:  lim^,„  F(.r)  =  lim2^- 

n  —  0 

2.  Examinons  immédiatement  quelques  cas  où  la  fonction  sonima- 
trice  fÇC)  pi'end  une  forme  particulière. 
Pour 

/(f)=-:-,=,^f-H5=^,.„ 
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on  a  (formule  de  Cesàro  ) 


.Vo4- i."fi  + c'''-^2-l-- •  •  r      .Vo4-.ç, +  .  .  .-1-5 


=  lim 


Pour  {jp  désignant,  un  entier  positif) 
on  a 

^     '^  Ç^a^         I  -1- ^/' -h  Ç-/' -h  .  .  . 

a  désignant  l'une  quelconque  des  racines  de  Téquation  binôme 

IP  —  y^  O, 

racine  vers  laquelle  \  doit  tendre  sans  sortir  du  cercle  |E|  =  i.  Si  l'on 
prend  simplement  la  racine  i ,  la  formule  précédente  devient 


F(x)  =  lim 


•^0  ~l~  ^ p  +  ^1p  -|-  •    •   •  +  5,  „_]  )p 


Remarquons,  la  série  (i)  étant  toujours  supposée  convergente, 
qu'on  peut  prendre/?  assez  grand  pour  que  les  sommes  5,^,  s^p^  . . .,  S(n_^)J, 
difîèrent  les  unes  des  autres  d'aussi  peu  qu'on  voudra.  Cela  permet 
d'écrire 

¥{x)  =  lim  (^  +  ^^  5(„_,  J  =  lim-V-o;.- 

On  passe  ainsi  directement  de  la  seconde  à  la  première  des  for- 
mules (3)  et,  par  suite,  on  peut  dire  que  la  première  est  un  cas  parti- 
culier de  la  seconde. 

5.  Il  est  inutile  d'augmenter  le  nombre  des  exemples.  On  voit  qu'à 
toute  fonction  /(^),  possédant  des  inlinis  et  développable  de  la  ma- 
nière indiquée,  correspondent  une  ou  plusieurs  formules  de  sommabi- 
lité.  Ces  dernières,  si  Ton  se  borne  à  ce  qui  précède,  n'ont  évidemment 
qu'un  intérêt  de  pure  curiosité,  car,  si  la  série  (i)  converge,  il  sera 
plus  simple  d'utiliser  cette  formule  même,  pour  le  calcul  de  F{x),  que 
de  passer  par  la  seconde  des  formules  (3). 
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On  sait  cependanl  que  cç^vidànessèTies  indéterminées  pour  lesquelles 
la  formule  (3,)  n'offre  aucun  sens  deviennent  sommables  au  moyen 
de  (30).  C'est  dans  cet  esprit  que  Gesàro  a  étudié  sa  formule.  Et  Ton 
verra  plus  loin  comment  une  généralisation  convenable  permet  d'arri- 
ver jusqu'au  problème  général  du  prolongement  analytique  tel  qu'il  a 
été  envisagé  par  M.  Mittag-Leffler. 

Dans  un  autre  ordre  d'idées,  on  peut  étudier  directement  comment 
les  seconds  membres  de  (3,)  et  de  (  Jo)  tendent  vers  F(a7),  et  il  peut 
parfaitement  arriver  que  ce  soit  la  seconde  expression  dont  l'étude  soit 
la  plus  simple.  C'est  notamment  ce  qu'a  montré  M.  L.  Fejér  en  appli- 
quant la  formule  de  Cesàro  à  la  série  de  Fourier  {Mathematische 
Annalcn,  t.  LVIII,  1904). 

J'ai  montré  directement  que  le  résultat  de  M.  Fejér  subsistait  pour 
les  séries  trigonométriques  généralisées  (ce  Journal,  1908).  Pre- 
nant encore  comme  exemple  la  série  de  Fourier,  les  formules  (3,)  et  (33) 
peuvent  être  l'objet  de  nouvelles  et  intéressantes  comparaisons. 

4.  Ayant  à  revenir  sur  des  résultats  déjà  exposés  par  une  méthode 
directe  dans  ma  Note  Sur  la  sommabilité  des  séries  de  Fourier 
(^Comptes  rendus,  i3  janvier  1908),  je  reprends  les  notations  de  cette 
communication  et  considère  les  deux  développements  de  Fourier 

(4)  F(9)  =  J- j^"F(f)rf?  +  i  2X'"f(^)':o^«(5  -  9)«!$, 

(5)  /(^)  =^//(0'=fC  +  ji/  /(Ocos»^-!)^?. 

Il  faut  supposer  que  la  fonction /(t)  présente  dans  l'intervalle  o,  ■?.- 
au  moins  un  infini  t  =;  a  (il  pourrait  y  en  avoir  plusieurs)  au  voi- 
sinage du(|ucl  la  formule  (5)  reste  valable.  Alors,  si  l'on  considère 
une  suite  de  nombres  a^^  tendant  vers  a  quand  k  croit  indétiniment,  et 
si  l'on  pose 

^^'^  ^'- 7Î^) ' 

on  doit  avoir 

(7)  F(0)  -^  S„  +  (S,  -  S„)  +  (S,  -  S,)  ^  .... 
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Si  l'on  observe  que 


Sk 


2^  sin(2A:-M)^ 

•^0  cin 


et  que  Cyt  est  le  (k -\-  i)'^™^  terme  de  (5),  on  trouve  facilement,  bien 
que  les  calculs  soient  un  peu  encombrants,  que  S^^  est  la  somme  de 
deux  intégrales  doubles  dont  j'ai  d'ailleurs  indiqué  la  forme  dans  la 
Note  précitée.  Une  telle  expression,  tendant  vers  F(ô)  quand  k  croît 
indéfiniment,  généralise  V intégrale  simple  de  Diriclilet.  Elle  dépend 
formellement  du  choix  de/(T),  c'est  à-dire  prend  des  formes  diverses 
si  l'on  attribue  des  formes  diverses  ày(T);  au  fond,  cette  dernière 
fonction  ne  joue  un  rôle  qu'en  ses  infinis  tels  que  t  =  a. 

Celte  remarque  donne  une  première  idée  du  rôle  que  les  séries 
divergentes  peuvent  jouer  en  Analyse.  Je  ne  fais  ici  aucune  allusion 
à  l'idée  de  M.  Borel,  qui  consiste  à  attribuer  un  sens  à  une  série  diver- 
gente moyennant  d'autres  procédés  de  calcul  que  la  sommation  terme 
à  terme;  j'y  viendrai  tout  à  l'heure. 

Pour  l'instant,  il  s'agit  d'une  remarque  beaucoup  plus  élémentaire, 
qui  consiste  en  ce  qu'une  série,  même  irrémédiablement  divergente 
[telle  (5  )  pour  t  =  a],  peut  servir  à  quelque  chose.  C'est  un  instru- 
ment de  sommation  vis-à-vis  d'autres  séries. 

C'est  ainsi  que 

j^  =  I  +  ^  -h  ^'H-  ... 
conduit,  pour  ^  =  i,  à  la  formule  de  Cesàro  rappelée  au  n°  2. 

^.  Transformation  des  solutions  des  équations  linéaires  aux 
dérivées  partielles .  —  Soient  maintenant  les  expressions 

1 

(9)  v(p,T)  =  ^jr' /(?)<«  +  ^2;X"/(î:>?"'=°^«(î:-^)'^^. 
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qui  sont  respectivement  des  solutions  des  équations  de  Lapiace 

Ces  solutions  prennent  l'une  la  valeur  F(6)surla  circonférence/'  =  i , 
l'autre  la  valeur  /"(t)  sur  p  =  \ .  F  et  /  sont  supposées  représentables 
par  les  séries  de  Fourier  (4)  et  (">). 

Soient  toujours  .?„  la  somme  des  (n  -+- 1)  premiers  termes  de  (8), 

Imaginons  encore  que  /(t)  présente  pour  t  =  a  un  intîni,  tout 
comme  au  n°  4. 

Enfin,  soit  une  suite  de  deux  nombres  associés  p/^,  T;^  telle  que  p^ 
tende  vers  i  et  T;^  vers  a  quand  l'indice  k  croît  indéfiniment.  Formons 
l'expression 

C     _    Cq  ipA;  T/,  )  .Vq  4-  C|  (  pA-,  T^-  )  .Vi  -H  ■   .  ■  +  C/,  (  pA- ,  T^-  )  .S'a- 

Je  dis  que,  pour  k  croissant  indéfiniment,  cette  expression  tend 
vers  F(G)  sur  la  circonférence  r  =:  i  et  est,  par  suite,  une  solution  ana- 
logue à  (8)  (lu  problème  de  Dirichlet  dans  le  cas  du  cercle.  Cela 
résulte,  d'une  part,  de  ce  que  S^est,  de  même  que  (8),  une  combinai- 
son linéaire  de  solutions  de  la  première  équation  (lo);  d'autre  part, 
de  ce  que  la  limite  de  S/^i  définie  comme  on  vient  de  le  faire,  se  réduit 
en  outre  à  l'expression  (6)  poui'  /•=  i . 

Donc,  quoiqu'il  n'y  ait,  bien  entendu,  qu'une  seule  fonction  harmo- 
nique prenant  la  valeur  F(0)  sur  r  =  i  (principe  de  Dirichlet),  nous 
n'en  avons  pas  moins  construit  une  infinité  d'expressions,  dépendant 
d'une  fonction  arbitraire  quant  à  leur  forme,  pour  représenter  cette 
unique  solution. 

Il  y  a  là  une  raison  curieuse  et  que  je  crois  nouvelle  de  montrer  une 
fois  de  plus  que  la  présence  d'une  fonction  arl)itraire  dans  une  solution 
d'une  équation  aux  dérivées  partielles  ne  permet  nullement  de  con- 
clure quoi  que  ce  soit  quant  à  la  généralité  de  cette  solution.  La  solution 
peut  être  invariante  par  rapport  à  la  fonction  arbitraire  qu'elle  con- 
tient. 

Dans  cet  ordre  d'idées,  M.  Fejér  parait  encore  préparer  des  travaux 
importants.  Dans  sa  Note  Sur  Le  développement  d'une  fonction  arbi- 
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ii^aire  suivant  les  fondions  de  Laplace  {Comptes  rendus,  3  février 
1908),  il  envisage  Tunique  solution  du  problème  de  Dirichlet  dans  le 
cas  de  la  sphère  et  construit  diverses  expressions  de  cette  solution,  les- 
quelles, coïncidant  à  la  surface  de  la  sphère,  doivent  coïncider  partout. 

II.  —  Prolongement  analytique. 

(>.  Les  résultats  obtenus  jusqu'ici,  s'ils  permettent  de  remplacer 
une  expression  tendant  vers  une  certaine  limite  par  une  infinité  d'autres 
tendant  vers  la  même  limite,  et  même,  dans  certains  cas,  une  limite 
indéterminée  par  une  limite  déterminée,  ne  permettent  cependant  pas, 
du  moins  sous  la  forme  précédente,  de  construire  une  expression  à 
limite  déterminée  en  partant  d'une  autre  croissant  au  delà  de  toute 
limite.  C'est  ainsi  que  la  formule  de  Cesàro,  appliquée  à  une  série 
entière  convergeant  dans  un  cercle  taylorien,  ne  convergeait  que  dans 
ce  cercle  même  ou,  tout  an  plus,  sur  la  circonférence  le  limitant. 

Je  vais  montrer  qu'en  modifiant  convenablement  le  raisonnement 
du  n°  1,  on  peut  arriver  très  simplement  à  un  véritable  prolongement 
analytique  qui  est  celui  de  M.  MitLag-Leffler  préparé  par  les  recherches 
de  M.  Borel. 

Je  ne  considère,  pour  plus  de  simplicité,  qu'une  fonction  méro- 
morphe  F(.r)  dont  les  pôles  «,,  a.,^  a,,  . . .,  supposés  d'abord  simples, 
sont  rangés  par  ordre  de  modules  croissants. 

Je  suppose  que  l'origine  O  est  un  point  régulier  et  qu'on  connaît  le 
développement  taylorien  valable  dans  le  cercle  Cq  décrit  de  l'origine 
comme  centre  avec  un  rayon  au  plus  égal  à  j«,|.  Soit  toujours  s„  la 
somme  des  n  -{-  i  premiers  termes  de  ce  développement.  Enfin  soit  C/,. 
le  ceicle  de  centre  O  dont  le  rayon  est  compris  entre  \aj^\  et  ja^t-t-i  [• 

Dans  C/t,  on  a 

i  =  k 

•\r\      A.  ■ 
(il)  F(x)=2^^-:f^  4-%o-+-«-'^"AM  +  «yt2-^" 

ce  qu'on  peut  écrire 

¥{x)  = 


^-f-.... 


1 

I             X                           x" 

1 

[         a,         aj         "■        a'r' 

H-  ayt,  -h  . . .  -h  a^rr^-"  H-  a 

k{n-h\]-^          -t-  .  .  . 
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OU  encore 


1  =  1 

Soit  maintenant 

/(0  =  To  +  T.^+T2^'  +  .-- 

une  fonction  entière;  je  pose  c„  =  y„^"  et,  après  avoir  multiplié  par  c„ 
tous  les  termes  de  la  formule  en  x  obtenue  en  dernier  lieu,  je  somme 
de  /z  =  o  H  /^  ^  30.  Il  vient 


F(x)/(0  =  2;^»*,+2/(f);M^^ 


/i  =  0  i  =  l 


■^^At^+o^""'  (To  +  y,  ^  -^  . . .  -h  tJ''). 


n  =  0 


Finalement  on  arrive  à  Xdi  formule  fondamentale 


n-)=im+l 


^•^'     «,•    /  \,:T 


n=0  1=1 


/7  =z  00 


E 


'^Af^-f-i^'^ 


7.  Ca*  OM  F(-t)  présente  des  pâles  multiples.  —  Étudions  ce  cas 
avant  de  discuter  la  formule  que  nous  venons  d'obtenir.  Si  F(x)  pré- 
sente des  pôles  d'ordre  m,  le  sigma  de  la  formule  (i  r)  ne  porte  pas 
seulement  sur  des  quantités  en  (x —  a,)  à  la  puissance  —  i  ;  c'est  une 
combinaison  linéaire  et  homogène  à  coefficients  constants  de  (a;  —  «,)  ' 
et  des  dérivées  d'ordre  f  ,  2,  . . .,  m  —  i  de  cette  même  expression.  En 
commençant  à  se  représenter  les  choses  de  cette  façon,  on  voit  alors 
facilement  comment  se  généralise  le  calcul  précédent.  Le  sigma  médian 
de  la  formule  fondamentale,  au  lieu  de  contenir  seulement  le  rapport 

de  /(  ~  )  à  f(k),  contient  de  manière  linéaire  et  homogène  les  m  rap- 
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porls 

^    '  "TÛT'    ~7(I)~'    ■■■■        /(?)     ' 

qui,  en  général,  sont  distincts.  Il  n'y  a  même  qu'un  seul  cas  où  ils  sont 
rigoureusement  confondus  :  c'est  celui  dey(^)  =  e^. 

8.  J'ai  déjà  publié  des  démonstrations  de  la  formule  fondamentale 
du  n°  6,  démonstrations  fondées  sur  la  considération  préliminaire 
d'une  intégrale  curviligne  double  (Bulletin  des  Sciences  mathëma- 
fiques,  juin  1907  et  juillet  1908).  On  trouvera  encore  une  autre 
démonstration  de  ladite  formule  dans  un  article  de  M.  A.  Costabel, 
où  l'intégrale  double  est  étudiée  en  renversant  l'ordre  des  intégrations 
(Enseignement  mathématique,  septembre  1908).  Mon  but  était  ici 
de  retrouver  cette  formule  sans  rien  emprunter  à  la  notion  d'intégrale 
curviligne. 

Il  est  facile  de  voir  que  cette  formule  fondamentale  équivaut  au 
théorème  général  de  M.  Mittag-Leffler  sur  la  représentation  des  fonc- 
tions méromorphes.  Elle  doit  être  valable  pour  toutes  les  valeurs  de  x, 
car  le  cercle  C;t  peut  être  aussi  grand  qu'on  veut. 

Le  premier  sigma  converge  quels  que  soient  ^  et  oc,  ainsi  que 
M.  Mittag-Leffler  l'a  démontré  très  simplement,  en  observant 
que  \/c„s„  se  comporte  comme  sjcn  pour  n  croissant  indéfiniment 
(5*  Note  :  Acta  mathematica,  t.  XXIX,  p.  167). 

Le  troisième  sigma  n'existe  pas  si  F(a;)  se  réduit  à  une  fraction 
rationnelle;  dans  le  cas  général,  on  peut  toujours  le  faire  disparaître 
en  faisant  croîire  indéfiniment  |  ^j  dans  une  direction  où  |/(^)|  croît 
aussi  indéfiniment. 

Dans  ces  conditions,  on  a,  pour  représenter  F(jc),  une  formule  qui 
est  une  extension  obtenue  sans  grande  |.eine  de  la  formule  insuffi- 
sante (11)  qui  est  celle  de  Cauchy.  Mais  j'abandonne  ces  remarques 
pour  revenir  au  prolongement  analytique  proprement  dit. 


9.   La  formule  fondamentale  du  n"  6  se  réduit  à 

M)' 


(■3)  H^)  =  ^i"^lmi 


3']6  A.    BUHL. 

si  l^on  s'arrange  à  annuler  toujours  le  premier  des  rapports  (12)  [cas 
où  F(a7)  n'a  que  des  pôles  simples)  ou  tous  ces  rapports  [cas  des  pôles 
d'or  're  mj.  Elle  permet  alors  une  représentation  de  F{x)  au  moyen 
des  polynômes  tayloivens  s„,  ainsi  nommés  parce  qu'on  peut  les  prendre 
immédiatement  dans  le  développement  taylorien  de  F(x)  valable  au 
voisinage  de  l'origine.  Quant  aux:  valeurs  de  .x  pour  lesquelles  (i3)  est 
valable,  elles  sont  déterminées  par  les  conditions  obtenues  en  annulant 
les  rapports  (12). 

Je  vais  rappeler  brièvement  quelques  résultats  connus  en  y  adjoi- 
gnant des  résultats  nouveaux. 

a.  /{'i)  =  e^.  —  Ce  cas  est  celui  de  M.  Borel,  x  étant  enfermé  dans 
un  certain  polygone  de  sommabililé.  J'ai  redonné  de  ce  fait  une  dé- 
monstration extrêmement  brève  {Bulletin  des  Sciences  mathéma- 
tiques, juin  1907).  Cette  méthode  n'est  pas  de  nature  à  donner,  en 
général,  un  prolongement  analytique  bien  considérable,  car,  comme  le 
reconnaît  M.  Borel  lui-même,  le  polygone  de  sommabilité  peut  être  à 
peine  plus  étendu  que  le  cercle  taylorien;  mais,  d'autre  part,  elle  jouit 
de  propriétés  simples  qui  ne  paraissent  pouvoir  appartenir  à  aucune 
autre  méthode,  du  moins  avec  le  même  degré  de  simplicité.  Tout 
d'abord,  les  rapports  (12)  sont  confondus  et,  par  suite,  tous  sont  nuls 
si  le  premier  l'est.  Donc  la  formule  de  M.  Borel  est  aussi  bien  valable 
pour  F(x)  possédant  des  pôles  multiples  quel  que  soit  leur  ordre.  Il 
s'ensuit  immédiatement  que  la  formule  est  dérivable  indéfiniment, 
les  singidaiités  polaires  de  F{x)  se  reproduisant  dans  ses  dérivées  a \ec 
une  simple  augmentation  d'ordre. 

b.  f{\)  =  e^  .  —  Ce  cas  a  encore  été  étudié  par  M.  Borel.  La  région 
de  sommabilité  est  limitée  par  certaines  convhes  {Leçons  sur  les  séries 
divergentes,  p.  i32).  La  méthode  de  ce  Mémoire  redonne,  en  quelques 
lignes,  l'équation  de  ces  courbes  (A.  Gostahel,  Enseignement  ma- 
thématique, septembre  1908). 

c.  fÇc)  =  (?'".  —  Voir  A.  CosTABEL,  loc.  cit. 

d.  /(^)  est  une  fonction  entière  construite  tout  spécialement  pour 
que  la  formule  (i3)  soit  valable  dans  tout  le  plan.  Le  grand  honneur 
d'avoir  construit  de  telles  fonctions  appailicnl  à  VI.  iVIittag-Leffler 
(5*    Note,   loc.    cit.).  Le    grand  géomètre  a  d  lilleiirs  insisté  sur  ce 
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point  dans  sa  très  belle  conférence  snr  la  représentation  des  fonc- 
tions analytiques  faite  au  dernier  Congrès  international  de  Mathé- 
mati(jues  (Rome,  avril  1908).  La  fonction /■(^)  prend  ici,  dans  un 
angle  ayant  son  sommet  à  l'origine  et  aussi  aigu  qu'on  le  veut,  des 
valeurs  incomparablement  plus  grand'S  que  partout  ailleurs.  Si  l'ou- 
verture d(^  l'angle  décroît  indéfiniment  et  si  ^  va  à  l'infini  sans  en  sortir, 

le  rapport  de/(  —  j  à  /(^)  tend  vres  zéro  quand  x  et  a^  sont  d'argu- 
ments différents  ou  de  même  argument  avec  I*|  <C  «/.La  formule (i3) 
a  donc  lieu  pour  x  dans  tout  le  plan,  sauf  sur  les  rayons  d'une  étoile. 
c.  f{^)  =  ^^.  —  L'emploi  de  la  fonction  (3*,  queWeierstrass  place  à 
la  base  de  sa  théorie  des  fonctions  elliptiques,  m'a  fourni  des  résultats 
très  différents  des  précédents  mais  cependant  fort  intéressants  (Bul- 
letin des  Sciences  mathématiques ,  juillet  1908).  On  peut  imaginer 
qu  on  ne  considère  pour  \  et  x  que  des  valeurs  en  nombre  infini  mais 

'ix.. 
discontinues,  de  telle  sorte  que  •^—  coïncide  toujours  avec  un  zéro  de  o*. 

Alors  le  premier  rapport  (12)  est  nul  si  o*^  ne  l'est  pas;  ces  rapports 
seront  même  tous  nuls  si  l'on  remplace  a',  qui  n'a  que  des  zéros 
simples,  par  sa  puissance  m"""^  qui  aura  évidemment  des  zéros 
d'ordre  m.  On  a  ainsi  de  nouvelles  formules  valables,  non  pas  lorsque'a? 
est  dans  l'ensemble  continu  de  toutes  les  valeurs  complexes,  mais 
lorsque  cette  variable  est  dans  de  certains  ensembles  dénombrables 
dont  les  éléments  peuvent  pourtant  être  répandus  dans  tout  le  plan. 

10.  On  voit,  par  cet  exposé  rapide,  comment  le  prolongement  ana- 
lytique d'une  fonction  méromorphe  est  intimement  lié  à  son  dévelop- 
pement en  série  de  fractions  rationnelles.  C'est  surtout  ce  point  qui 
m'a  semblé  intéressant,  la  formule  fondamentale  du  n°  6  étant,  au 
fond,  d'origine  très  élémentaire  et  à  peine  plus  difficile  à  établir  que 
celle  du  n°  1 . 

Le  problème  du  prolongement  d'une  branche  d'une  fonction  quel- 
conque, si  l'on  consent  d'abord  à  sacrifier  un  peu  sa  généralité,  paraît 
promettre  en  retour  bien  des  cas  particuliers  simples  et  élégants;  j'es- 
père l'avoir  montré  pour  les  fonctions  méromorphes. 


PRIX   WOLFSKEUL. 


En  vertu  des  pomoir?  que  nous  a  donnés  M.  le  D"^  Paul  Wolfskehl.  décédé  à  Darm- 
stadt.  nous  fondon'^  par  les  présentes  un  prix  de  loocoo  marks  sous  le  nom  Einhun- 
derttausend  Mark,  qui  sera  délivré  à  celui  qui  donnera  le  premier  une  démonstration 
du  s^rand  théorème  de  Fermât. 

Dans  son  teslament,  M.  le  D"^  Wolfskelii  observe  que  Fermât  {Œuvres.  Paris.  1891, 
t.  I,  p.  '291.  observ.  II)  affirme  mtitatis  nitifantis  que  l'équation  j-' -:-)''•=  ;;^  n"a  pas 
de  solutions  entières  pour  tous  les  exposants  À  qui  sont  des  nombres  premiers  impairs. 
11  y  a  lieu  de  démontrer  ce  théorème  soit  en  général,  suivant  les  idées  de  Fermât,  soit 
en  particulier,  conformément  aux  recherches  de  Kummer  {Journal  de  Crelle.  t.  10. 
p.  i3o  et  sui\ .  ;  Abh.  der  Akad.  d.  irm.,  Berlin,  1857).  pour  tous  les  exposants  À  pour 
lesquels  il  a.  en  somme,  une  valeur.  Pour  plus  amples  renseignements,  consulter  : 
Hii.BKRT.  Théorie  der  a/j^ebraischen  Zahikôrper  {Jahresbericht  der  deutschen 
yfathematiker-Vereinisrung.  t.  IV.  1894-1S95,  §  17i-173,  et  Encyclopàdie  der  ma- 
t/iemafischen  ^issenscha/ten.  Bd.  I.  Teil.  2,  Arithmetik  und  Algebra,  1900-1904, 
IC.  4*-P-  7i3). 

La  fondation  du  prix  a  lieu  sous  les  conditions  suivantes  : 

La  Konisrfiche  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in  Gôttingen  décidera  en  toute 
liberté  à  qui  le  prix  doit  être  attribué.  Elle  refuse  d'accepter  tout  manuscrit  avant 
pour  objet  de  concourir  à  l'obtention  du  prix  du  théorème  de  Fermât  ;  elle  ne  prendra 
en  considération  que  les  Alémoires  mathématique*  qui  auront  paru  sous  forme  de 
monographie  dan<  de«  journaux  périodiques  ou  qui  sont  en  vente  sous  forme  de 
Volumes,  en  librairie.  La  Société  prie  les  auteurs  de  pareils  .Mémoii-es  de  lui  en  adresser 
au  moins  cinq  exemplaires  imprimés. 

Seront  exclus  du  Concours  les  travaux  qui  seraient  publiés  dans  une  langue  qui  ne 
serait  pas  comprise  des  savants  spécialistes  désignés  pour  le  jugement.  Les  auteurs  de 
pareils  travaux  pourront  y  substituer  des  traductions  dont  la  fidélité  sera  certaine. 

La  Société  décline  toute  responsabilité  au  sujet  du  nonexamen  de  travaux  dont  elle 
n'aurait  pas  eu  connaissance,  ainsi  que  des  erreurs  qui  pourraient  résulter  du  fait  que 
le  véritable  auteur  du  travail  ou  dune  partie  du  travail  était  inconnu  de  la  Société. 

Elle  se  réserve  toute  liberté  de  décision  pour  le  cas  où  plusieurs  personnes  s'occu- 
peraient de  la  solution  de  la  question  ou  pour  le  cas  où  cette  solution  résulterait  de 
travaux  combinés  de  plusieurs  savants,  en  particulier  en  ce  qui  concerne  le  partage 
du  prix,  à  son  gré. 

L'attribution  du  prix  par  la  Société  aura  lieu  au  plu<  tôt  deux  ans  après  la  publi- 
cation du  Mémoire  à  couronner.  Cet  intervalle  de  temps  a  pour  but  de  permettre  aux 
mathématiciens  allemands  et  étrangers  d'émettre  leur  opinion  au  sujet  de  l'exactitude 
de  la  solution  publiée. 

l^e  Concours  pour  le  prix  Wolfskehl  est  ouvert  à  la  date  de  ce  jour  aux  conditions 
énoncées  ci-dessus. 

Gôttingen,  27  juin  1908, 
Die  Kônigliche  Gesellschaft  der  Wissenschaften. 


FORMULES    RELATIVES    AUX    MINIMA    DES    CLASSES.  SyP 


Formules   relatives  aux  mininia   des  classes  de  formes 
quadratiques,    binaires  et  positives; 

Par  m.  g.   HLMBERT. 


1.  Dans  un  Mémoire  pul^lié  au  Tome  III  (6'  série,  année  1907)  de 
ce  journal,  j'ai  rencontré  des  formules  où  figurent  les  ininima  des 
classes  de  même  déterminant  :  le  présent  travail  a  pour  but  de  com- 
pléter ces  résultais;  on  se  bornera  à  six  relations,  qui  expriment  cer- 
taines sommes  alirébriques  simples  de  minima  à  l'aide  de  fonctions 
numériques  liées  aux  diviseurs  d'un  nombre. 

2.  On  sait  qu'on  appelle  minima  d'une  classe  de  formes  quadra- 
tiques binaires  et  positives  les  trois  plus  petits  entiers  représenlables 
proprement  par  les  formes  de  la  classe.  La  réduite  de  cette  classe  étant 
(a,  6,  c),  les  trois  minima  sont  a,  c,  a  -h  c  —  2  |  6|. 

Dans  tout  ce  qui  suit,  nous  ne  considérons  que  des  classes  de  l'ordre 
propre  (^primitives  ou  non),  c'est-à-dire  dont  les  formes  n'ont  pas 
leurs  deux  coefficients  extrêmes  pairs  à  la  fois;  dès  lors,  parmi  les  trois 
minima,  deux  sont  impairs,  un  est  pair. 

Nous  désignerons  toujours  parw,  et  /;?2(''ï(  ^fn^)  les  deux  minima 
impairs,  par  m  le  minimum  pair  d'une  même  classe;  m^  sera  dit  le 
premier  minimum  impair,  m.^  le  second. 

Soit  A  le  discriminant  de  la  réduite  (a,  6,  c)  ;  on  a 

A  =  ac  —  6*, 

et,  si  l'on  pose  a  -\-  c—  i\b\  =6/,  celte  relation  s'écrit 

4A  =  l\ac  —  (a  -h  c  —  dy 

=^  —  a-  —  c-  —  d-  -\-  lac  -h  lad  -\-  icd\ 
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par  suite  on  a,  entre  le  discriminant  et  les  trois  minima  d'une  même 
classe,  la  relation 


(i)  4A  =  —  mj  —  m^  —  m^-h  2m,  /TZa-t-  2mm,  -+-  imm 


2" 


Les  inégalités  classiques  de  la  réduction  donnent  «  ^  c  ^  û?,  et  comme, 
en  vertu  de  la  définition  de  d^  on  a 

d'S.a  4-  c, 

on  en  conclut  qu'un  quelconque  des  minima  est  au  plus  égal  à  la 
somme  des  deux  autres. 

Réciproquement,  on  établit  de  suite  que,  étant  donnés  trois  entiers 
positifs,  m,,  mg,  m,  les  deux  premiers  impairs,  le  troisième  pair,  les 
conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  ces  trois  nombres  soient 
les  minima  d'une  classe  de  discriminant  donné  A  sont  :  i°  que  la 
relation  (i)  ait  lieu;  2°  que  chacun  des  trois  nombres  soit  au  plus  égal 
à  la  somme  des  deux  autres. 

Il  y  a,  en  général,  deux  classes  ayant  pour  minima  trois  nombres 
donnés  ;  ce  sont  deux  classes  opposées,  c'est-à-dire  dont  les  réduites 
sont  (a,  b,  c)  et  (a,  —  />,  +  c).  Toutefois,  ces  deux  classes  coïncident  si 
elles  sont  ambiguës;  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  en  vertu  des  conditions 
classiques  auxquelles  satisfait  une  réduite  ambiguë,  il  faut  et  il  suffit 
que  deux  des  minima  soient  égaux,  ow  que  Tun  soit  égal  à  la  somme 
des  deux  autres. 

Par  suite,  la  classe  de  minima  /?î,,  m^.  m  sera  ambiguë  si  l'une  ou 
Vautre  des  égalités  suivantes  est  vérifiée  : 


(2)  m^^^jn.^^  m<^=  m  -^  m^^  m  =  nif  -h  m 


il 


et  réciproquement;  en  ces  cas,  il  n'y  a  qu'une  classe  admettant  m,,  ma, 
m  pour  minima. 

5.   La  relation  (r)  conduit  aisément  aux  conséquences  qui  suivent  : 
SiAL=fEi      (mod4),  on  a  m^E2,       m.— m,^o     (mod4)- 

»  A^2 

))A  =  3 
)j  A:=E0 


on  a 

m==2, 

m  ,  —  m,  —  0 

» 

m — :  2, 

/// .,  —  nif^^2 

» 

m — ^0, 

ni.^  —  m,  —  2 

» 

m — ^0, 

m  2  —  nl^^^o 
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Pour  A  =  4  N  H-  I ,  on  reconnaît  de  même  que 

m  —  2m, ^4J^  (modS). 

4.  Cela  posé,  soit  A  ^  i  ou  2  (mod l\)\m^^  m.2,^m  étant  les  minima 
d'une  classe  de  discriminant  A,  je  dis  qu'il  en  est  de  même  des 
nombres  (positifs)  m',,  m,^,  m!  définis  par 


(3)  //z,  =  -m,         m^^^m^-^m^ m,  m' =2/72, 


En  effet  :  i**  on  vérifie  de  suite  que  la  relation  (  i)  est  satisfaite  pour 
m',,  m^,  m'  si  elle  l'est  pour  m,,  m.^^  m;  2**  par  ce  qui  précède,  m\  et 
m'a  sont  impairs,  et  m',  =m'^'^  m'  est  pair,  et,  en  vertu  des  inégalités 
entre  m,,  in^^  m,  chacun  des  m',,  m',,  m'  est  au  plus  égal  à  la  somme 
des  deux  autres. 

Observons  enfin  que,  si  la  classe  de  minima  m,,  w^,  m  est  ambiguë, 
il  en  est  de  même  de  la  classe  m\,  m^,  m'.  Les  relations] (3)  sont 
d'ailleurs  symétriques  entre  m,,  m^^  m  et  m^,  m^,  m',  car  on  en  tire 

m^=:  -  m! .         m.,  =  m'  -h  m., m' .         m  =  im',. 

De  là  la  conséquence  suivante  : 

Formons  un  Tableau  (T)  dont  chaque  ligne  comprenne  les  mi- 
nima m,,  mo,  m,  écritsdans  cet  ordre,  d'une  classe  de  l'ordre  propre  de 
discriminant  A,  et  qui  aura  dès  lors  autant  de  lignes  qu'il  y  a  de  classes, 
primitivesounon,  de  ce  discriminant.  Formons  ensuite  un  Tableau  (T'), 
dont  chaque  ligne  comprenne  les  nombres  m[,  m!,,  m'  écrits  dans  cet 
ordre,  et  déduitspar (3) desnombres  de  chaque  ligne  du  Tableau  (T)  : 
les  deux  Tableaux  (T)  et  (T')  seront  les  mêmes,  à  l'oindre  près  des 
lignes  ('). 

On  en  déduit,  par  exemple,  que  la  somme  des  minima  pairs  des 
classes  (de  l'ordre  propre),  de  discriminant  4  N  +1  ou  4  j^  H-  2,  est 
égale  au  double  de  celle  de  leurs  premiers  minima  impairs,  etc. 

(')  Il  serait  inexact  d'énoncer  ce  résultat  en  disant  que  les  classes  de  discri- 
minant A  se  répartissent  en  couples  de  deux,  les  minima  des  classes  d'un  couple 
étant  mi,  m^,  m  et  m[,  m!,,  m',  car  les  deux  systèmes  de  minima  peuvent  coïn- 
cider. (Il  sulfit  pour  cela  que  m  =:  2  m^.  ) 
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5.  Si  A  E^  3  (mod  4),  les  nombres  mj,  m^,  m  définis  par  (3)  sont 
tous  pairs,  et  seraient  les  minima  d'une  classe  de  l'ordre  impropre  de 
discriminant  A.  On  en  déduirait  aisément  des  conséquences  indiquées 
déjà  dans  le  Mémoire  cité  ('). 

6.  Soient  enfin  A  =e  o  (mod  4)?  A  =  4^.  Désignons  par  m, ,  m^^  m 
les  minima  d'une  classe  quelconque  de  discriminant  N;  considérons 
les  deux  systèmes  de  nombres  définis  par 

I  m^=^m^^  m\=^m.^^ 

(4)  \  m,^^:^  im -^  im^— m^^  m'^  =  2m -t- 2/^,  — //Zj, 

(  m' =  2m -h  2^2  —  2|  mo  —  m  |,         m"  =  2m -h  2m,  —  2|  m,  —  m 

Les  nombres  m',,  m\^  m',',  m!^  sont  impairs,  et  m',  ^  m\ ,  in\  <  m\  \ 
enfin  m'  et  m'  sont  pairs.  On  vérifie  comme  plus  haut  que  m',,  m'^^  m' 
et  m'j,  m",  m!'  sont  respectivement  les  minima  d'une  classe  de  discri- 
minant 4N. 

De  cette  manière,  à  une  classe  de  discriminant  N  [plus  simplement 
à  une  classe  (N)]  correspondent  deux  classes  (,4^^);  mais  il  faut  pré- 
ciser ceci. 

En  premier  lieu,  si  la  classe  (N)  n'est  pas  ambiguë,  on  reconnaît  de 
suite  que  les  deux  classes  (4N)  sont  distinctes  et  qu'aucune  n'est 
ambiguë. 

Si  la  classe  (N)  est  ambiguë,  divers  cas  sont  à  examiner  : 

I**  On  a  ma  =  m,  h-  m  ou  m  ^=  m^  -^  m.^\  alors  les  deux  classes (4N) 
sont  distinctes  et  ambiguës  toutes  deux. 

1°  On  a  m,  =  m.,\  alors  les  deux  classes  (4N)  ont  les  mêmes  mi- 
nima, mais  ne  sont  ambiguës  que  si  m  =  2m,. 

Enfin,  on  vérifie  facilement  que  deux  systèmes  distincts  m,,  mo,  m 
conduisent,  pour  les  m\^m[,^  m'  et  m\^m.^^m!\  à  des  systèmes  distincts, 
c'est-à-dire  qu'une  même  classe  (4N)  ne  peut  correspondre  à  deux 
classes  distinctes  (N). 

II  résulte  de  là,  si  l'on  tient  compte  de  ce  que  deux  classes  (opposées) 
répondent  aux  mêmes  minima,  sauf  le   cas  des  ambiguës,  qu'à  une 

(')  Ce  journal,  6*  série,  l.  III,  n"»  52-53. 
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classe  (N)  répondent  toujours  deux  classes  (4N)  et  que  toutes  les 
classes  (4N)  ainsi  obtenues  sont  distinctes  :  il  n'y  a  qu'un  cas  d'excep- 
tion, c'est  celui  où  l'on  a  à  la  fois  m,  =  m^  el  m  =  2m,  ;  la  classe  (N) 
a  alors  pour  réduite  la  forme  m,  (x'  +JK")?  et  il  ne  lui  correspond 
qu'une  seule  chsse  (41^)»  à  savoir  m,  (x^H- 4y'). 

D'autre  part,  on  sait  a  priori  que  le  nombre  des  classes  (4N)  est 

double  (')  de  celui  des  classes  (N),  en  ne  comptant  que  pour  -  la  classe 

m^(^x^ -h  )/•■-),  si  elle  existe,  c'est-à-dire  si  N  est  un  carré  impair. 

Par  suite,  les  formules  {\)  donnent,  d'une  manière  générale,  les 
minima  des  classes  (4N)  en  fonction  de  ceux  des  classes  (N). 

On  en  déduit  des  conséquences  faciles;  par  exemple,  la  somme  des 
minima  impairs  des  classes  (4N)  est  égale  à  deuxfois  celle  des  minima 
impairs  des  classes  (N),   plus  quatre  fois  celle  des  minima  pairs  de 

celles-ci;  mais  il  faut  compter  pour  -  >  si  N  est  un  carré  impair,  la  classe 

v/N(.r- H-y-),  c'est-à-dire  prendre  pour  ses  minima  -v''N,  -  y/N,  v^N 
au  lieu  de  V'N,  y/N,  2  y/N. 

7.  Je  reviens  maintenant  aux  résultats  de  mon  dernier  Mémoire 
(cité  plus  haut). 

En  appelant  F(N)  le  nombre  des  classes  (primitives  ou  non)  de 
l'ordre  propre  et  de  discriminant  N,  et  F,(N)  le  nombre  analogue 
pour  l'ordre  impropre,  et  en  posant 

A=    i/"'F(4v-^3), 

X  00 

(5)  /    ^=1^q'¥{v)  =  '^q'¥{\,\ 

1  1 

c=  i;rip"(v)-'5F,(v)], 


(')Cela  résulterait  d'ailleurs  de  ce  qui  précède;  il  suffirait  d'observer  que,  par 
(4),  à  une  classe  (4N)  donnée  répond   une  et  une  seule  classe  (N). 
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avec  (•)  F(o)  =  o,  F,(o)  =  -:^,  j'ai  obtenu  (n°«  o7  à  62)  les 
expressions  des  quantités 

Ae%     Ayj.e,     B6%     Bee,,     Cy];,     Cïj.e,, 

sous  les  formes  suivantes  : 


3  I 


(6)  A0'=^2;(-')"?     'X('n,-m.)(-i) 


N  =  0 


la  seconde  somme  s'étend  aux  minima  des  classes  (de  l'ordre  propre) 
de  discriminant  4N  H-  3; 

(7)  Ar;,e  =  ^2?'i;'»(-0^^. 


2 


1 

-  i/n,  -(-  //ij  —  m -ht) 


la  somme  V  portant  sur  les  minima  des  classes  (de  l'ordre  propre) 

4N 

de  discriminant  4N.  De  même 

(8)  Be==       '-^(-iyq'^(m,  +  m,-m)(-iy 

N  =  l  4N 

(9)     Bee,=      2     ?"    I."^.(-'f 

N  =  1                                 4  N 
«  ^,  ^  1  

(lo)    c^;=-^2  ? "'  ^('^^"'"'^2" '")(~o  '  ; 

N=0  4N-I-2 

»  V-       '  m  — 2 

(it)     Cy]/J.=         2      ^^'     2'^<(-')"^- 


1 

-  (/n,-i-/n3-H2) 


N  =  1  4  N 

*  .,1  m --2 

N  H-  ■ 


.\=0  4N-I-1 


8.   A  ces  formules  j'en  ajouterai  deux  autres. 

En  partant  du  développement  de  jY]^  0,  H- H,  :  0^  (loc.  cit.,  n"  8), 

en  le  multipliant  par  celui  de  y],  0,0  :  H,,  et  égalant  dans  les  deux 
membres,  développés  en  séries  de  Fourier,  les  termes  indépendants,  on 
obtient  l'expression  de  Ay)";^  —  By],  0,  ;  on  trouve  de  môme  celle  de 

(')    La    classe    m,(^'  +  y'),    où    m^    est    enlier    impair,    compte    seulemenl 
pour  -  dans  F(/nJ  ). 
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A  Y),  6,  —  B6^,  et  l'on  a  ainsi  : 


»,       1  m  -I-  2 

N  4--  . 


(12)     y],(Ay].-Be,)  =  ^2^     ''^(m,~m,)(-x)  '    ; 

N  =  l  4N-I-1 

(i3')      6,(Ay).-BG,)  =  ^2^'     ^(m,  +  m.,-m){-i) 


N  =  l  tN 


Dans  les  seconds  membres  des  formules  (i  i)  et  (12),  si  4^^  -+-  i  est 
un  carré  m^,  les  termes  qui  correspondent  à  la  classe  mt(x'-  -h y^) 
doivent  être  divisés  par  2. 

9.  D'autre  part,  on  connaît  (loc.  cit.^  n°  59)  les  expressions  de  A6, 
B6et  Cy],  : 


3 

V- 


V— 0 

00 

(i4)  i    B6  =  22^^co(v), 

v  =  l 


V=l 


Dans  ces  formules,  ^{/(/i)  est  la  somme  des  diviseurs  de  n  inférieurs 
à  \Jn\  toutefois,  si  n  est  carré,  on  ajoutera  le  terme  -\ln. 


1 

d  +  di 

-+1 


De  même,  (o(/i)  est  la  somme  V<f(  —  i)    ^        étendue  à  toutes  les 

décompositions  en  facteurs  n  =  cld^^  où  d  et  d^  sont  de  même  parité 
et  d<^d^.  Toutefois,  si  n  est  carré,  a)(/i)  comprendra  en  outre  le 
terme  -  \[n{ —  i)v/«+' . 

Enfin,  désignons  par  fi^n)  la   somme  "^  ^(— i)^"*"^'   étendue    aux 

décompositions   /î=ôS,,   avec   <5  <^  0,  (en  ajoutant  en  outre,  si  «est 

carré,  le  terme  -  y^/î  j  ;  on  aura  de  même 

(i5)  Ay|,-B6,  =  22^^X(v). 


v  =  l 


On    peut    observer    que     )(^(«)  =: 'j»(/^) ,     pour    n    impair,     et 
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y^{n)  =  —  •>];  (n)  pour  /i^  2  (mod  4)-  De  même  on  a  : 

pour  /î^  2  (mod 4),  a)(/î)  =  o; 

»      /ï^3(mod4),  (ii{n)  =:  — '\i(^n)\ 

»      /ï^i(mod4),  w(/v,)  =  <|;(/î); 

»      /i^4(inod8),  (o(/z)  =  —  2'|(7  j; 

»      /î^o(mod8),  (i>(n)  =  —  2y^{n), 

de  sorte  que  a)(/z)  se  ramène  toujours  aux  fonctions  '\i  et  y^. 

10.  En  portant  les  valeurs  de  AG,  B6,  Cy],,  Ay],  —  B6,  dans  les 
formules  (6)  à  (i3),  et  égalant  dans  les  deux  membres  nouveaux  les 
coefficients  des  mêmes  puissances  de  ^,  on  obtient  les  huit  formules 
suivantes,  dont  les  deux  premières  se  trouvent  dans  mon  précédent 
Mémoire  (n°*  r>9  et  60)  : 

(16)  ^{m,--m,){-if'"'~"  =2  2'K4N  +  3-4a;^); 

< 

(17)  2m(-i/""'"'""'  =2(:-i/-2'H4N-(2X  +  r)^l; 

< 

(19)   2'».(-')'  =2  ^<^(7^-x^); 


m  — 2 


< 


(20)    V  (m, -h  m^  —  m)(~  i)   *  =2  V'|[4N-h2  —  (2x4-1)"]; 


4N+2 


J-£0 
< 


(21)  ^'^^X-O  *  ^  ;2'K4N  +  i-4x-0; 

wï  —  2  _ 

(23)  2(m,  +  m,^    m)(-i)^""'"'  =^^  i;x(^^--^"0- 

4N  >„ 


.  FORMULES    RELATIVES    AUX    MINIMA    DES    CLASSES.  887 

Aux  premiers  membres,  l'indice  de  chaque  V  indique   à    quelles 
classes  s'étend  la  somme  correspondante;  ainsi  V  est  une  somme  éten- 

due  aux  minima  des  classes  (de  l'ordre  propre)  de  discriminant  4N. 

Aux  seconds  membres,  les  sommes  portent  sur  les  valeurs  entières 
de  X-,  telles  que  la  quantité  sous  les  signes  <|^,  y,  oo  soit  positive. 

Simplifions  maintenant  ces  formules,  qui  vont  se  réduire  à  six. 

11.   Partons  delà  formule  (19).  Au  premiermembre  figure  la  somme 


1 

-  lmj-Hmj-+-2) 


4N 


en  tenant  compte  des  formules  (4),  on  la  ramène  à  porter  sur  les 
classes  (N),  et  l'on  trouve  ainsi  pour  sa  valeur 

2^Lm,(-i)-  -hm.,(-iy  J. 

N 

Je  dis  que  cette  somme  est  égale  à 

N 

Il  suffit  de  prouver  pour  cela  que  m  4-  m^  — /w,  ^  2  (mod  4)  si  N  est 
impair,  et  ^  o  (mod  4)  si  N  est  pair;  or  c'est  ce  qui  résulte  immédia- 
tement du  n°  5  du  présent  Mémoire. 

On  peut  donc  écrire,  en  désignant  pa?-  m'  un  quelconque  des  deux 
nombres  m,  et  m^^  la  formule  très  simple 

(^4)         2'«'(^)  =  2(-i/*'2;t"(N-:^'). 


< 


Cette  formule,  équivalente  à  (19),  comprend  (if))  comme  on  le 
reconnaît  de  suite,  en  s'appuyant  sur  les  propriétés  (n""  9)  de  a)(/^). 
Elle  comprend  également  (20),  car,  en  vertu  du  n'*  4,  on  a 

"'  —2  m,  — 1 

2(m,  +  m2-m)(- i)  '*    =  ^  (/^^o  -  m,)(- i)~^, 

iN  +  2  4N-I-2 

Journ.  de  Math.  (6=  série),  tome  IV.  —  Fasc.  IV,   1908.  31 
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ce  qui,  par  le  n°  5,  est 

-  2  '^^     ~  ' 


m'    " 


4N-1-2 


d'autre  part  (n°  9),  w(4N  4-  2  —  4^0  est  nul,  et 

4^[4N  +  2  -(2:c  +  i)-]  =  wf/,N4-2  -  (ix^iY]. 

12.   De  même,  en  partant  de  (23),  et  passant  des  classes  (4^)  aux 
classes  (N),  on  trouve 


,l. 


D'après  le    n"  5,   les   symboles  ( — )  et  (  —  )  sont  égaux  pour 

N^  I  ou  o  (mod  4);  ils  sont  de  signes  contraires  pour  N  ^^  2  ou  3 
(mod4). 

Donc  on  a,  d'une  manière  générale, 


2|/^^.-m|    -^    +|m,-m|U^W2(-i)     ^     ^XC^"^')' 


NO- Il 


< 

OU,  plus  simplement,  m  ayant  le  même  sens  qu'au  n"  11, 

(25)  2 1  '"'  -  "'  I  (^)  =  ■•^(-  i^^^D/AN  "-*'  )■ 

Ji- —  0 

< 

La  formule  (18)  donne  de  même  sans  difficulté 

(2G)     ^\m'-ni\{j^^=:'i{-xf^^y^{-~-iy^{^-.v^). 

N 

Et  enfin  la  forumle  (17)  conduit  à 


< 


MP»-li 


••<" 


15.  Conclusions.  —  Les  quatre  formules  (24),  (2)),  (26)  et  (27) 
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donnent  ainsi  les  expressions  des  quatre  sommes 


i:"''(^)^  1 


m  —  m 


m'    " 


N  \ 


N  N 

Cette  dernière  a  pour  expression 


N(>  — Il 


< 


Ainsi,  les  quatre  sommes  algébriques  de  minimu  dési<gnèes, 
étendues  à  toutes  les  classes  {de  l'oindre  propre)  de  discriminant  N, 
s' expriment  à  l'aide  des  deux  seules  fonctions  numériques  a)(/z) 
et  yX^)i  puisque  ']/(2w  -h  i)  est  égal  à  y^'^n  -h  i  ). 

D'après  le  n°  6,  et  en  vertu  du  passage  des  classes  (4  N)  aux  classes  (N), 
si  N  est  un  carré  impair,  les  termes  qui,  dans  les  premiers  membres 

de  (24)  à  (27),  répondent  à  la  classe  vN(^^  ~^  Y')  doivent  être  divisés 
par  2. 

14.  //  reste  en  outre  les  deux  formules  (2r)  et  (22),  qui  ne 
rentrent  pas  dans  les  quatre  précédentes  et  qui  s'écrivent  (n*"*  4  et  5) 


(28) 


iM  +  l  ,  . 

-^0 


m  o 


)-l"''{~)  =-K-.)^Ix 


4N  +  I  —  (2.r  +  I)-' 


4 


Par  suite,  on  a  Texpression  de  chacune  des  trois  sommes 
pour  les  classes  de  discriminant  4N  H-  i- 


m  I  \  ) 
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D'après  le  n°  8,  si  4  N  +  1  =  m;,  les  termes  qui,  dans  les  premiers 
membres  de  (28),  répondent  à  la  classe  m,  (x-  -\-y-)  doivent  être  divi- 
sés par  2. 

16.    On  peut  déduire  delà  quelques  propriétésdes  fonctions  numé- 

riquestj;,x,co.  ^ 

Par  exemple,  soit  N  =  4  M  +  2  ;  alors  les  symboles  (  - — ^  )  et  (  —  ) 
sont  de  signes  contraires  (n°  5),  de  sorte  que 


on  a,  dès  lors,  par  la  formule  du  n"  15,  et  par  les  propriétés  de  w(/z) 
et  yXn)  (n"  9), 

"^  '^[i6M  -H  8  -  (2^  +  i)^]  =  2^  K^M  +  2  -  4x-^). 


<  < 


Si  N  =  4  M  H-  3 ,   5j  ''^  (  — r  )  est  nul  pour  la  même  raison,  et  Ton 
trouve  de  même 

2'Hi6M  -h  12  -  {'IX  -'    )-^J  --=  2  V -|[4M  +  3  -  (2x  4- 1)^]. 
x|o  ..=0 

Soit  maintenant  N  =8  M  +  ')  ;  je  dis  que  ^  m'  [—~A  =  o-  On  a 
en  elfet,  d'après  les  n***  5  et  J-, 


r"",— 1)  ,  .-„'"-  -•'  •«r-i  X    .  s  2  ""'""" 


7 


N 

Mais,  par  ce  qui  a  étéflit  au  n"  0, 

n:  -2 

(-1)  •    =-(-.V 

d'où  il  résulte 

2^(mî+ m,)(  -  i)  = -2^1 ///,+- /y/,)  (— i)-  =0. 


im,  —11 
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La  proposition  est  ainsi  établie,  et  la  formule  (24)  donne  dès  lors 


< 


2;'K8M  +  5- 

-4^0  = 

--1'^ 

.•|o 

< 

ce  qui  s'écrit,  en  vertu  des  propriétés  de  (si(n)  (n"  9), 

8M  +  5-(2a7-t-i)n 
^  J" 

16.  Remarque.  —  Les  formules  (24)  à  (28)  rapprochent  les  sommes 
de  minima  qui  y  figurent,  et  qu'on  peut  regarder  comme  des  fonctions 
numériques  du  discriminant,  d'une  autre  fonction  numérique  clas- 
sique, à  savoir  le  nombre  des  décompositions  d'un  entier  en  sommes 
de  cinq  carrés.  Seulement,  cette  dernière  fonction  s'exprime  à  l'aide 
de  sommes  de  diviseurs  complètes,  tandis  que  nos  ^{n),  xi^)^  a)(/z) 
sont  des  sommes  incomplètes,  puisqu'elles  ne  portent  que  sur  les  divi- 
seurs inférieurs  à  y'^- 

On  a,  par  exemple,  pour  le  nombre  des  décompositions  de  4  N  -h  3 
en  cinq  carrés,  en  désignant  par  <î>(/?)  la  somme  de  tous  les  diviseui^s 
de  ^,  l'expression 

2o2(l»(4N  +  3-4^'); 


< 


au  contraire,  '^(ji)  désignant  la  somme  des  diviseurs  de  n  inférieurs  à 
\]n^  l'expression   2^ '>[;(4  N  4- 3  —  4'Z^')  est,  d'après  (16),  égale  à  la 

somme    —^.rn'  i — ^-j,  étendue  à  toutes  les  classes  (ordre*propre)  de 

discriminant  4  N  -f-  3. 

17.  Terminons  par  des  formules  d'un  type  différent,  déjà  rencontré 
dans  le  précédent  Mémoire  (n°  64). 

Multiplions  par  y],  les  deuxmembres  de  (9);  nous  avons,  au  premier 
membre,  By),9,6,  c'est-à-dire  By]',  qu'on  peut  calculer  en  dérivant  les 
deux  membres  de  la  troisième  formule  (5)  du  Mémoire  précédent,  et 
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faisant  ensuite  x  =  o.  On  trouve  ainsi 


(2/HH-  D' 


^r{=jri]^-\--i^(~^iYq     '      (2m -h  i^^-' +  2^-^ +. ..+ w^-'"'], 


N-    • 


0,-1-0—2 


Le  coefficient  de  q     '*  dans  le  second  membre  est 
(29)      i,-,)»-G.,,(4N-n)-^i2(°'î-'^')(-')~^. 

G5  ,(4Nh-  i)  étant  le  nombre  de  décompositions  de  4^  +  i  en  six 
carrés,  dont  cinq  impairs  écrits  d'abord,  et  un  pair,  et  la  somme 
s'étendant  aux  décompositions  f\ N -t-  i  zz^où^,  avec  6=0,. 

Mais  on  connaît,  par  le  nombre  total  de  décompositions  en  six  carrés, 

G5,,(4  N+  i)  -^G,,5  (4N-1-  I);  la  formule  (Mémoire  cité,  n°  2) 

donne,  si  l'on  égale  les  coefficients  de  q     '*  dans  les  deux   membres, 

G,_5(4N  H- i)  —  G5,,  (4N -h  i),  d'où  l'on  conclut 

G,,,(4N  +  I)  =  2^'(-^)'^'+2^^ 
G,,,(4N  + 1)  =  ^d\-  iy^^y^\\ 

c^  étant  un  diviseur  quelconque  réel  et  positif  de  4  N  H-  ' ,  et  A  un  divi- 
seur quelconque  complexe  OL-\-^i  de  4^^^-  i»  où  a  est  impair  et 
positif  et  [3^  o. 

On  a  ainsi,  en  (29),  le  coefficient  de  q     *  dans  By)';  c'est  également, 

N-i-i 

par  ce  qui  a  été  dit,  celui  de  q  *  dans  le  second  membre  de  (9)  multi- 
plié par  Tj,  :  explicitant  ce  dernier  coefficient,  on  obtient,  toutes  réduc- 
tions faites,  la  relation  suivante. 

Posons,  poui"  abréger",  avec  la  convention  du  n"  15, 


6(N^^-.2'^'i 


—  I 
> 


m, 
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on  a 


(3o)      2^14N  +  I  -  (2,r  +  i)^]  =^  ^2o^(^)  -  ^^A-, 


< 


au  premier  membre,  la  somme  porte  sur  les  valeurs  entières  dentelles 
que  la  quantité  sous  6  soit  positive;   au  second  membre,   Ô  désigne 

tout  diviseur  positif  de  4^  -h  i  inférieuî^  à  v/4  i^  -i-  i,  A  tout  diviseur 
complexe  de  4  N  H-  i,  soit  cL-\-^i,  tel  que  a  soit  impair  et  positif, 

P  étant  =  o.  En  opérant  de  même  sur  (I  i),  on  trouverait,  avec  les  mêmes 

notations, 

(3i)     i;s(4N+i-4^^)=;2;s^(^)+j2A- 


«5. 

< 


et,  par  addition  membre  à  membre  de  (3o)  et  (3i), 

(32)  ^^{^^^i-y')  =  ^^^ 


2 


■'  < 


Si  4 N  4-  I  est  carré,  et  égal  à  m'^,  parmi  les  diviseurs  o  figurera  m,, 

et  les  termes  mU ■)  correspondants,  dans  les  seconds  membres 

de  (3o),  (3i),  (32),  devront  être  divisés  par  2  ;  parmi  les  A  figure  éga- 
lement m,,  mais  le  terme  m^  correspondant  ne  devra  pas  être  divisé 
par  2. 

Ainsi,  par  (32),  la  fonction  numérique  55  satisfait  à  une  relation 
analogue  à  celles  que,  d'après  Kronecker,  vérifient  les  nombres  de 
classes;  seulement,  au  second  membre,  figurent  non  des  diviseurs, 
mais  des  carrés  de  diviseurs. 

Il  est  clair  que  la  fonction  qui  donne  le  nombre  de  décompositions 
d'un  entier  en  cinq  carrés  satisfait  à  une  relation  du  type  de  (32) 
(mais  où  le  second  membre  serait  une  somme  complète  de  carrés  de 
diviseurs),  ce  qui  continue  le  parallélisme  signalé  au  n**  16. 
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Étude  sur  les  probabilités  des  causes; 
Par  m.  L.  BACHELIER. 


Dans  la  théorie  des  probabilités  des  causes  et  des  événements  futurs 
d'après  les  événements  observés,  on  étudie  seulement  le  cas  où  deux 
alternatives  sont  possibles  à  chaque  épreuve;  nous  nous  proposons 
d'établir  les  mêmes  théories  en  supposant  que  le  nombre  des  alterna- 
tives soit  quelconque. 

Pour  employer  les  mêmes  termes  que  dans  mes  travaux  antérieurs, 
nous  dirons  que  jusqu'ici  on  a  traité  seulement  les  questions  compor- 
tant une  seule  variable,  alors  que  la  présente  étude  est  relative  au  cas 
où  le  nombre  des  variables  est  quelconque. 

Dans  la  théorie  des  probabilités  des  causes,  on  suppose  que  toutes  les 
alternatives  sont  a  priori  également  vraisemblables;  l'étude  actuelle 
envisage  d'autres  lois  de  probabilité  et,  pour  certains  problèmes,  les 
résultats  sont  indépendants  de  ces  lois. 

Cette  étude,  nécessairement  fort  concise,  ne  traite  pas  en  particulier 
le  cas  d'une  seule  variable;  les  questions  relatives  à  ce  cas  sont  expo- 
sées dans  le  Traité  de  Laplace  et  dans  l'Ouvrage  classique  de  M.  H. 
Poincaré. 

La  recherche  des  probabilités  des  causes  (ou  probabilités  a  poste- 
riori) exige  la  connaissance  des  probabilités  des  effets  (ou  probabilités 
a  priori).  Nous  débuterons  donc  par  l'étude  des  probabilités  des  effets 
généralisée  au  cas  de  plusieurs  variables. 

Théorie  des  épreuves  répétées. 

1.  A  chaque  épreuve,  n  événements  A,,  A,,  ...,  A„  de  probabili- 
tés p,,/?25  •  .  .5 /?«  peuvent  se  produire  et  s'excluent  mutuellement,  de 

Journ.  de  Math.  (6"  série),  lomc  IV.  —  Fasc.  IV,  1908.  -^^ 
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sorte  que  />,  + /J2  4- .  •  •  -+- /^„  ~  i.  La  probabilité  pour  que, 
en  UL  épreuves,  le  premier  événement  se  produise  m,  fois,  le  se- 
cond m.^  fois,  . . .,  le  /i'^""^  m,^  fois  (m,  -h  mo  H-  ...  -t-  m„  =  a)  est 


m,  !/?/,!.  .  .m,;! 


p7p7 


d'"" 


2.   La  plus  grande   probabilité  correspond   au  cas  où  m,  =  ayo,, 


m^  =  [i./?2,  . . .,  m„  =  (j./?„. 


La  valeur  moyenne  du  nombre  des  arrivées  du  premier  événement 
est  [J-pn  celle  qui  correspond  au  second  événement  est  u-p.,,  etc. 

Le  cas,  en  quelque  sorte  normal,  est  celui  pour  lequel  les  événements 
se  produisent  proportionnellement  à  leur  probabilité.  Les  autres  cas 
sont  définis  par  leurs  différences  à  celui-ci. 

Nous  dirons  que  les  éca/Hs  sontx,,a72,  ■ .  -,  Xn  quand  l'événement  A, 
se  sera  produit  [jl/?,  -f-  .r,  fois;  l'événement  A^,  it-p.,  -h  x.j  fois, . . .;  l'évé- 
nement A„,  i^pn  -f-  .r„  fois  {Xf  -h  x.j-h  . . .  -h  x„  =  o). 

La  probabilité  pour  que  les  écarts  soient  x,,;r2,  . .  .,Xj^  en  pi  épreuves 
est,  d'après  la  formule  précédente, 


[t/),  +  .r,      \).p,  +  3; 


(  /^/),  +  .r,  )  !  (  p./>2  +  o;  )  ! .  .  .  (  |^/?„.  +  a;„  )  !  ^  '  P^ 


5.  Dans  la  question  qui  précède,  les  probabilités  sont  les  mêmes  à 
cbaque  épreuve;  on  serait  conduit,  par  exemple,  à  cette  question  en 
essayant  de  résoudre  ]e  problème  suivant  : 

Une  unie  renferme  ap,  houles  blanches,  ap.y  boules  noires, 
. . .,  apn  boules  vertes  ;  on  tire  successivement  \k  boules  de  l'urne  en 
replaçant  chaque  fois  dans  l'urne  la  boule  extraite;  quelle  est  la 
probabilité  pour  obtenir  m  ^  boules  blanches^  m^  boules  noires,  ..., 
m„  boules  vertes? 

Il  est  intéressant  de  traiter  le  problème  analogue  dans  le  cas  où  les 
boules  ne  sont  pas  replacées  : 

Une  urne  renferme  /r,  boules  blanches,  k.,  boules  noires,  ..., 
kn  boules  vertes;  on  en  extrait  ]x  boules  (soit  ensemble,  soit  succes- 
sivement^ sans  les  replacer  dans  l'urne);  la  probabilité  pour  que, 
sur  les  ]x  boules,  il  y  ait  m,  boules  blanches,  m.,  boules  noires,  . . ., 
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m„  boules  vertes  (m,  4-  mo  -f-  . . .  -h  m«  =  [J.)  est 

milm^l.  .  .m„l  (Ai  — m,)!  (^2  —  ^.2)!        (X„  — m„)!       (/r,-f-  k^_-]-.  .  . -f-  k„)\ 

4.   La  valeur  moyenne  du  nombre  des  boules  blanches  qui  sortent 

en    ut.  épreuves   est   u. -, ; ! ;-•  La  plus    grande    probabililc 

lorsque  a  est  un  grand  nombre  correspond  au  cas  où 

/,  k, 

^  ki-h  k^-^  ...  -+■  k„  '^  /r,  -t-  A-2  -t-  . . .  -r-  k„ 

Ces   dernières   valeurs   de   m,,  m,^  ...  correspondent  au    cas    en 
quelque  sorte  normal. 

Lorsqu'il  sortira  de  l'urne  -, ; — ^— -^ 7-  -h  x\  boules  blanches, 

'  A-j  +  A-2  -i-  . . .  -H  A  „ 

u  A .,                            11-                                    l^  k„  Il 

7 ; — ■ — -, — h  X.,  boules  noires,  . . .,  -; ; — ■ -, — h  x,,  boules 

A,  +  A2 -H  . . . -I- A-„  -  '        '  A, -H  A2 -t- . .. -1- A„ 

vertes,  nous  dirons  que  les  écarts  sonl  x  f,  x.,,  ...,x„.   On  a   évidem- 
ment (x\  -^  X.,  -\-  .  . .  -\-  .C„  =■  ()). 

Si  l'on  pose 


a"j  a»  fC  n 


P^-  A,  +  ...+  A'„'  P'~  A,  +  ...+  A/  ■■•'  P"-  k,  ^...+  A„ 

la  probabilité  pour  que  les  écarts  soient  x\ ,  x.,,  . . ,,  x„  peut  s'écrire 

p.\  sp,ls/>.il..  .sp„\ 


■> 


[{.s  —  iJ.)p,  —  Uyy.[{s  -y.)p.,—  x^\\.  .  .[_{s  —  [x)pn  —  .i„\\ 

S  désignant  la  somme  A,  -i-  A.  4-  ...  H-  k,^. 


Formules  asymptotiques. 

5.  Les  formules  qui  précèdent  contiennent  des  factorielles  dont  le 
calcul  est  impraticable;  de  plus  elles  ne  sont  pas  expressives,  elles  ne 
permettent  pas  de  se  former  une  idée  de  la  variation  des  probabilités 
avec  le  nombre  des  épreuves;  nous  les  transformerons  en  leur  appli- 
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quant  l'égalité  asymptotique  de  Stirling- 


ni  =  e~'^n'^  sji'^n. 

Le  rapport  des  deux  membres  de  cette  formule  tend  vers  un 
lorsque  n  augmente  et  se  rapproche  beaucoup  de  l'unité  dès  que  n 
n'est  pas  un  petit  nombre.  (Si,  par  exemple,  n  =  20,  le  rapport  des 
deux  membres  est  1,004.) 

6.  Nous  allons  appliquer  la  formule  de  Stirling  au  problème  des 
épreuves    identiques    (n°  2).    La    probabilité   pour    que   les  écarts 

Appliquons  la  formule  de  Stirling  en  supposant  a.  assez  grand  pour 


Ju  \  JUf) 


oc  \        OC  S} 


que  — j  — ,  •••  soient  négligeables  et  -ri, -â»  •••    finis.    L'expression 
précédente  devient 


(v/2  7r//)"     WPlP2---Pn(l-^   ^ 


[J./),  +.!•,+  ■ 


On  a 

logfi-f 


Cl/  1 


F-Pi 


[>-Pi 


=  [l^P^ 


1  + 


X 


Ou  q 

V-Pi 


Hp,  +  J-,+  ; 


)  ••■(■ 


Xr. 


V-Pn 


tAp„-HJ„-(-; 


X, 


X\ 


x\ 


'       '>-)\v-P\        ^H-^p-i    '    ^F-'p't 


•)' 


log  I  I  + 


^  fi 


FPn 


[A/'n+Jn  +  r 


V-Pn 


Ou ,, 


OC ,, 


X' 


"  2/VP-/?„  2fX->^  3/^Vn 


en  additionnant  et  en  supprimant  les  quantités  négligeables  en  vertu 
des  hypothèses  faites,  on  obtient 


log 


[(■ 


X, 


H- Pi 


(X;j,-t-j-,+  - 


1   -h 


H-Pn 


(A/'n  +  .rn-t-- 


\     /  x'i         :fI 


X- 


■^■H-    \/'i  P^  Pn 

en  revenant  des  logarithmes  aux  nombres  et  en  portant  cette  valeur 
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dans  l'expression  ci-dessus,  elle  devient 

e       2  |J-  '    P^  Pi  Pn^i         Pn  ' 

(v/^TTfx)""'  \/piP2-  ■  -Pn 

Telle  est  la  formule  asymplotique  exprimant  la  probabilité  pour 
que  les  écarts  soient  x^,  x^,  . .  .^  x^  en  \l  épreuves. 

C'est-à-dire  la  probabilité  pour  que  le  premier  écart  soit  compris 
entre  x,  et  x^  -f-  dx^^  le  second  entre  x.^  et  x.,  -+-  dx^^ 

En  réalité,  la  formule  contient  seulement  n  —  i  variables  x^ 
puisque  Xi  -\-  X2-\-  .  . .  -\-  Xj^^^  o,  et  elle  devrait  être  multipliée  par  un 
infiniment  petit  tel  que  dx^dx.i...dxn_^  ou  dx.^dx^. .  .dx^  formé  par 
la  suppression  d'un  des  éléments  de  la  quantité  dx ^dx<,. .  .dxn_^dxn. 

Afin  que  la  formule  reste  symétrique,  nous  nous  garderons  d'éli- 
miner aucune  variable  e.t  nous  n'écrirons  l'infiniment  petit  que  dans 
les  cas  où  une  intégration  devra  être  effectuée. 

7.   La  formule  asymplotique 

f  \  fi  '  •  •  fn 


^V-  ^    Pi  Pi  /'r.-l         Pn/ 


que  nous  venons  de  démontrer,  nous  sera  souvent  utile;  elle  suppose 
que  [X  est  un  grand  nombre,  que  p^,  p^,  '-fPn  sont  des  nombres  posi- 
tifs ayant  pour  somme  un  et  que  x,  -i-  x^  -h  . . .  -h  ic„  =  o. 

8.   La  somme  des  probabilités  de  tous  les  cas  possibles  est  un;  on  a 
donc 


1     /  .rr        .rv 


r  f        r      e    ^i^^  r<     ih  Pn^,     ''       /      ^ 

f       I     '   '   '     I  /      / ,!-l       ;  CtXf  (1X2  .   .    .  €tXn_,    =    I  . 

^L£ i£_«         W2/^TC;  \/PlPi---Pn 

D'après  notre  démonstration,  la  formule  est  asymplotique,  mais  on 
peut  démontrer  directement  qu'elle  est  vraie  quel  que  soit  pi. 

9.   Considérons  le  cas  d'une  seule  variable;  la  probabilité  de  l'écarla? 
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est  donnée  par  la  formule  connue 


\J-K  \li\ipq 

OÙ  nous  avons  écrit  p  au  lieu  de  /?,  et  q  au  lieu  de  p.^. 

La  formule  du  n"  6  constitue  une  généralisation  de  cette  dernière; 
d'autres  généralisations  ont  été  exposées  dans  mon  étude  sur  la  Théo- 
rie des  probabilités  continues  {Journal  de  Mathématiques  pures  et 
appliquées,  1906);  nous  allons  cependant  reprendre  le  sujet  en  nous 
plaçant  à  un  autre  point  de  vue,  en  cherchant  les  probabilités  des 
écarts  non  plus  à  la  fji"'""'  épreuve,  mais  dans  le  cours  des  \i.  épreuves. 

Nous  supposerons  qu'il  y  ait  une  seule  variable,  mais  que  les  proba- 
bilités de  l'événement  considéré  soient  différentes  à  chaque  épreuve  et 
qu'elles  varient  suivant  une  loi  donnée  :  l'événement  aura  pour  pro- 
babilité /?^  à  la  première  épreuve,  p.,  à  la  seconde,  ...,p^k  la  a'""™^. 

On  dit  que  V écart  est  j;  en  u,  épreuves,  quand  l'événement  s'est  pro- 
duit/?, +  /?.  -h  . . .  -h  yy^  -h  r  fois. 

La  probabilité  pour  que  Técart  soit  x  à  la  u.''"'^  épreuve  est  expéri- 
mentée par  la  formule  connue 


e   ^-^i"i 


^■Ksjllpq 

Hpq  désigne  la  quantité/),  (i  ~  p^)  -t-  p.^(i  —  p._,)  -f-  . . .  -h/?^.(i  —  p^^). 
L'écart  moyen  ou  valeur  moyenne  de  l'écart  considéré  en  valeur 


absolue  est 


\/2  Ipq 


L'écart  probable,  c'est-à-dire  l'écart  qui  a  ég;ale  probabilité  d'être 
ou  de  ne  pas  être  dépassé,  a  pour  valeur  0,47%^  •  •  •  \  '--/'^• 

10.  Si  nous  supposons  qu'un  joueur  11  perde  une  somme  égale  à 
l'écart,  son  jeu  est  équitable. 

Il  résulte  de  cette  remarque  que  toutes  les  formules  relatives  aux 
jeux  écjuitablcssontapplicablesàla  théorie  des  écarts  dans  les  épreuves 
l'épétées.  (]es  formules  ont  été  exposées  dans  mes  travaux  antérieurs; 
dans  mon  Ouvrage  sur  la  Théorie  de  la  spéculation,  dans  mon  étude 
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intitulée  Théorie  mathématique  du  jeu  {Annales  de  V  Ecole  Normale 
supérieure,  1 901)  et  dans  mon  Mémoire  sur  la  Théorie  des  prohabi- 
lités continues  {Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées  y 
1906). 

Cherchons,  par  exemple,  la  probabilité  pour  que,  dans  le  cours  des 
[X  épreuves,  l'écart  m  soit  atteint,  l'écart  —  n  n'ayant  jamais  été  atteint 
précédemment. 

La  question  revient  à  chercher  la  probabilité  pour  que  le  joueur  H, 
qui  possède  la  somme  m,  soit  ruiné  en  jouant  ]x  parties  au  maximum, 
son  gain  n'ayant  jamais  précédemment  atteint  la  somme  //,. 

Ce  problème  a  été  résolu  dans  mon  étude  sur  la  théorie  mathé- 
matique du  jeu  dans  le  cas  où  les  parties  sont  identiques  et  dans 
mon  étude  sur  la  théorie  des  probabihtés  continues  dans  le  cas 
général. 

La  prohabilité  cherchée  a  pour  valeur 


P.,  ™  „,  -      \  I  -  4=   /  '^''''"'e-''dX     -      I  -  ^   r   ^""%-^'^A 


\j.,m,m 


\  \/tI  Jo  /  \  \/7r  Jn 

\  VÎT  -^0  /  \  si'^  -h 


5m  +  1,  n 


Elle  se  calcule  sans  difficulté  par  les  Tables  de  Kramp. 

Cette  formule,  établie  en  supposant  la  continuité,  n'est  applicable 
que  si  m  ei  n  sont  grands. 

11.  Nous  appellerons  second  écart  moyen  la  valeur  moyenne  du 
plus  grand  écart  qui  se  produit  dans  le  cours  de  [jl  épreuves. 

La  probabilité  pour  que  ±  m  soit  le  plus  grand  écart  positif  ou 
négatif  dans  le  cours  des  [x  épreuves  est 

V  .>  e  -t-  J  t^  •  •  •  /  » 
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et  la  valeur  moyenne  de  m  est 

•''0 

r=        /         (   r  me   "^^dm-  TSme   '-'' 'f  dm -h  T  d me   '"^11  dm - 
c'est-à-dire  en  effectuant  les  intég^rations 


13  mi'  (5  m)» 


2s/2lpqf  II  I  \ 

D'après  le  développement  connu  de  la  fonction  arc  tang^,  la   série 

r 


a  pour  valeur 


Le  second  écart  moyen  a  donc  pour  valeur 

il  est  égal  au  premier  écart  moyen  multiplié  par  -  • 

Ce  théorème  a  été  démontré  pour  la  première  fois  dans  mon  étude 
sur  la  théorie  mathématique  du  jeu,  mais  ici  nous  ne  supposons  plus 
que  les  épreuves  soient  identiques. 

Le  premier  écart  probable  est  celui  qui  a  autant  de  chances  d'être 
ou  de  ne  pas  être  dépassé  à  la  ]j}^^'^  épreuve.  Le  second  écart  pro- 
bable est  celui  qui  a  des  chances  égales  d'être  ou  de  ne  pas  être  dépassé 
dans  le  cours  des  [jl  épreuves. 

On  démontre,  en  se  basant  sur  la  formule  du  n"  10,  que  le  second 

écart  probable  a  pour  valeur  0,8062  . . .  sji'Lpq^  il  est  égal  au  premier 

écart  probable  multiplié  par  1,7 

Nous  allons  maintenant  reprendre  notre  étude  sur  les  probabilités  à 
plusieurs  variables. 

12.  Appliquons  la  formule  du  n"  7  au  problème  relatif  aux  tirages 
dans  une  urne  qui  a  été  traité  précédemment  (n**  4). 

La  probabilité  pour  que  les  écarts  soient  a;,,  .x.,,  . . .,  a;„  en  [ji  tirages 
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est 

e 


1  1  ;     «1  .1  2  'n    -1  .r„    \ 

— i  H +...-\ -) ] 

2\1.     .V  — |X     \    /),         f>,  />„__,         p„  / 


Si  l'on  compare  cette  formule  à  celle  du  n"  6,  on  voit  que,  dans  le 
cas  actuel,  les  écarts  sont  diminués  dans  le  rapport  de  y/.v  —  [x  à  \j  s. 

15.  L'égalité  de  Stirling-  conduit  à  des  formules  continues,  mais 
elle  a  le  grand  inconvénient  d'exiger  la  connaissance  des  formules 
discontinues  correspondantes. 

La  Théorie  des  probabilités  continues,  qui  suppose  la  continuité  a 
priori  et  qui  est  absolument  indépendante  des  probabilités  disconti- 
nues, conduit  à  des  résultats  beaucoup  plus  généraux. 

La  présente  étude  montre  cependant  que,  dans  certains  cas  particu- 
liers, l'emploi  de  la  formule  de  Stirling  permet  d'obtenir  très  simple- 
ment les  résultats  et  que  son  usage  est  susceptible  de  générali- 
sation. 

Formule  de  Bayes. 

14.  Nous  allons  nous  occuper  des  questions  relatives  aux  probabi- 
lités des  causes. 

Un  exemple  n'est  pas  inutile  pour  faire  comprendre  le  sens  attribué 
au  mot  cause  dans  le  calcul  des  probabilités  :  un  joueur  a  joué  cinq 
parties;  à  chaque  partie  il  avait  égale  probabilité  de  gagner  ou  de 
perdre  i'"^;  finalement  il  a  gagné  en  totalité  i'''.  A  la  troisième  partie, 
il  avait  nécessairement  perdu  i^""  ou  gagné  i''ou  3'';  ces  trois  alter- 
natives sont  dites  Les  causes  du  fait  observé  qui  est  le  gain  total 
de  I*'. 

Lorsqu'on  ignorait  l'issue  du  jeu,  les  causes  avaient  pour  probabi- 

lité  a  priori  ^y  ^  et  ^-  Lorsqu'on  sait  que  le  joueur  a  gagné  finale- 
ment I*''  sans  savoir  quelle  a  été  la  suite  de  ses  gains  et  de  ses  pertes, 
les  probabilités  des  trois  alternatives  se  trouvent  changées;  on  les 
nomme  probabilités  a  posteriori. 

Jourii.  de  Math.   (6'  série),  loinc  IV.   —  Fasc.  IV,   1908.  3>5 
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Enonçons  maintenant  le  problème  de  Bayes  : 

Diverses  cMuses  E,,  Eo,  ...,  E;^  ^^^  P^  pi^oduire  un  événement 
observé.  Les  probabilités  des  causes  lorsque  le  résultat  n' était  pas 
encore  connu  {probabilités  a  priori)  étaient  gt,,  cî2,  . . .,  (^ik^  L'événe- 
ment se  produit;  la  cause  E,,  quand  on  est  certain  que  c'est  elle  qui 
agit,  donne  à  V événement  la  probabilité  II/.  Quelle  est  la  probabi- 
lité pour  que  E^  soit  la  cause  de  l'événement  {probabilité  a  poste- 
riori)? 

Soit  X  la  probabilité  cherchée;  nous  écrirons  de  deux  manières  diffé- 
rentes la  probabilité  pour  que  le  fait  se  produise  et  qu'il  soit  dû  à  la 
cause  considérée  : 

1°  11  faut  d'abord  que  la  cause  soit  mise  enjeu  (probabilité  cr^)  et 
qu'elle  produise  l'événement  (probabilité  II,). 

2"  Il  faut  que  l'événement  se  produise 

(probabilité  cT,n,  +  cr^II.  +  ..  .H-  xs^^j,)^ 

et  que,  s'étant  produit,  il  soit  dû  à  la  cause  désignée  (probabilité  x). 
On  a  donc 

13/11/=  (îû,n,  H-  CT.,n.>  4- . . .  H-  tn^'[i^)x^ 

d'où 

57,11; 


X  ^= 


CT,  n,  +  Gï,  n.,  +  .  .  .  -t-  53 A-  IIa- 

Telle  est  l'expression  de  la  probabilité  a  posteriori. 

Probabilités  des  causes  dans  les  épreuves  répétées. 

15.  Soient  P,,  P2,  . . .,  P„  les  probabilités  de  n  événements  qui  s'ex- 
cluent mutuellement  et  qui  sont  tels  que  l'un  quelconque  d'entre  eux  doit 
nécessairement  se  produire  à  chaque  épreuve. 

En  IX  épreuves  (supposées  identiques),  le  premier  s' est  produit  nif  fois, 
le  second  m.,  fois,  . . .,  le  /i"'"*^  m„  fois  (m,  -h  w.  -h  ...  -h  ///„  =  ix). 
Quelle  est  la  probabilité  a  posteriori  pour  que  P,  ait  la  valeur  y,, 
V.,  la  valeur y.^,  . . .,  P„  /a  valeur y„,  (j,  -hy.^  -h  . . .  H- J'„  =  1)'? 

Soit  m  (j^,,  y^,  .,.,  ,v„_,)  dy^dy.,.  ..dy„  ,  la  probabilité  a  priori 
(supposée  connue)  pour  que    les  probabililés  des  événements  soient 
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yi^y^,  ...,  j"„_,,  c'est-à-dire  pour  que  la  probabilité  du  premier  soit 

comprise  entrey,  etjK<  H-  dy^^  celle  du  second  entrera  ^ty^  +  dy.^, 

Si  le  fait  observé  a  eu  pour  cause  les  valeurs jVo>^2)  •  •  '^yn-\j  celles-ci 
donnent  à  l'événement  observé  la  probabilité  (n"  1) 

m,!  mj . .  .mj^"^^'^'''  '  •J^«-V(i  —  7<— 72  -  •-.-  yn-tT"--, 
la  probabilité  demandée  est,  d'après  le  théorème  de  Bayes, 

J  J      *  /^'''"•^'"'-  •  •/«-T'('  —/»  — .^'2  — •••  —  /«-')'"" ^(/" ^2,  •  •  -,  J«-i)<>'i  (/j-z-  ■  -dyn-i 

L'intégration  s'étend  à  toutes  les  valeurs  de  y^,  y.,,  ,..,  y„_f  telles 
que 

I  >y^  +^2  + .  •  •  +r«-.  >  o, 

si  l'on  suppose  que   la  fonction   gt  s'étend  à  ce  même  système   de 
valeurs. 

Expression  finale  des  probabilités. 

16.  Si  le  nombre  [j.  des  épreuves  était  infini,  les  événements  se  pro- 
duiraient proportionnellement  à  leur  probabilité  et  il  n'y  aurait  pour 
P,,  Pj,  . . .,  P„_4  que  le  seul  système  de  valeurs 

Ces  valeurs  correspondent  nécessairement  à  la  plus  grande  proba- 
bilité a  posteriori. 

Cette  plus  grande  probabilité  s'obtient  en  annulant  les  dérivées  par 
rapport  aux  diverses  variables  du  numérateur  de  l'expression  générale 
du  paragraphe  précédent.  Or  la  dérivée  par  rapport  ky^  peut  s'écrire 

y7''y7- ■  -r^-ri^  -y,-y,-  ...- 7„-, )""'"' 

X  j[m,(i  -J, -jK.-...— j^_,)-7,m„]îîy— 7,(1  -J, -J.  -  •  •  •  -  r„-0^  jî 

si  on  l'égale  à  zéro  en  négligeant  les  termes  qui  ne  contiennent  pas  en 
facteur  les  quantités  m,,  . . .,  m„,  on  obtient 
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et  n  —  2  équations  analogues.  La  solution  de  ce  système  est  nécessai- 
rement 


r. 


m. 


y^ 


m^ 
l^ 


Yn 


m. 


Expression  pénultième  des  probabilités. 

17.  Si  le  nombre  [x  des  épreuves  est  très  grand,  les  probabilités  ne 
peuvent  avoir  de  valeurs  sensibles  que  pour  les  valeurs  de  y^  voisines 


m. 


in„ 


de  —  >  de  v,  voisines  de  —,  —  Posons 


y^ 


nii 


■I  5 


nia 


r 

On  a  évidemment 


Yn 


m, 


£«  =  Pn 


Pn 


et 


£., 


o: 


£,,  £o,  ...  sont  très  petits  et  négligeables  par  rapport  à  ^,,  />.,, 

La    probabilité    pour    que    P,    ait  la   valeur  p^-hî.^,    P.,    la   va- 
leur ^2  -H  £2?  •  •  •  est,  d'après  la  formule  du  n"  liî, 


ipr-h  e,)^P^(p,+  e,)\>-P^.  .  .(p„  ^  Sn^Pn^ 


Cette    expression   peut   s'écrire   en   supprimant  les   termes  négli- 
geables et  les  facteurs  communs 


H-  f^'i    ,    ^2 


*■  \/'^  Pi 


Pn  I  J 


CT 


7 


I  _  ]:^  /  ^  ï 


ii 

^^  \Px         Pi 


-) 


m  (Uy  (h.2 .  .  .  <^/£„_i 


ou  encore 


:2         c2 


CT 


//•••/ 


CT  rfei  (/Sj.  .  .cÛn-i 
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Développons  la  fonction  C3  [(yo,  -h  £,),  {p^  -+  t.^),  . . .,  {pn{  -+-  ^«-OJ 
par  la  formule  de  Taylor 


Les  £  étant  très  petits,  la  fonction  gt  se  réduit  à  sa  partie  constante 
et  disparaît  de  l'expression  de  la  probabilité  ;  celle-ci  devient 


■i   ^  Pt        Pi  Pn/ 


e 


J  J        J        e    '^'"    P'-         P"Uz,dz,...dz„_, 

h   00 

Les  intégrations  sont  prises  entre  —  co  et  H-  oo,  ce  qui  est  légitime 
par  suite  de  la  forme  de  l'élément  de  l'intégrale. 

La  somme  £,  +£o  +  . . .  +£,j  étant  nulle  et  la  somme/?,  -^p.^  H-. . .  -\-pn 
ayant  pour  valeur  un,  l'intégrale  se  détermine  par  la  formule  du  n°  8  ; 
sa  valeur  est 

La  probabilité  pour  que  P,  ait  la  valeur  p,-i-£,,  Pa  la  va- 
leur/^a  -+-  ^2  5  •  •  •  est  donc 


(v//I)"""'e 


2  V  /),       Pi  Pn/ 


(v/2  7r)"^VPl/^2-  •  -Pn. 

Telle  est  l'expression  pénultième  des  probabilités. 

Lorsque  le  nombre  [jt,  des  épreuves  est  très  grand,  les  probabi'ités  a 
posteriori  sont,  comme  on  le  voit,  indépendantes  des  probabilités 
initiales  (ou  probabilités  a  pj'iori),  et  les  lois  qui  les  régissent,  qu'on 
peut  dénommer  lois  pénultièmes,  ont,  par  suite,  un  très  haut  degré  de 
généralité. 

La    formule    ci-dessus   montre    que    les   quantités — i,— >•••,— ^ 

^  _  FF  F- 

expriment  les  probabilités  avec  une  précision  propoiHionnelle  à  la 
racine  carrée  du  nombre  des  épreuves. 
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Étude  d'un  cas  particulier. 

18.  Si  [/,  n'est  pas  très  grand,  à  chaque  hypothèse  faite  sur  la  fonc- 
tion CT  correspond  une  valeur  différente  pour  la  probabilité  a  poste- 
no  ri. 

Si  Ton  n'a  aucune  idée  a  prioi^i  sur  les  probabilités,  l'hypothèse  la 
plus  simple  consiste  à  poser  gt  =  i.  Alors,  le  dénominateur  de  la  pro- 
babilité a  posteriori  (n*'  li5)  est  l'intégrale 

//■  "jy'"'y'-^^--  •^'-T'Ci  -r^  -72  -  •  • .  -yn-X'"dy,  dy,...dy„_, 

qui  est  étendue  à  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  y,,  ...,  yn-\i  tels 

que 

I  >  j,  -h  7,  -h  . . .  +  j„_,  >  o. 

Cette  intégrale  est  du  type  de  celles  qui  ont  été  déterminées  par 
Dirichlet;  sa  valeur  est 

r(/n,  +  i)r(w,  +  i).  ■  .r(m„_i  +  orçm^  +  o 

r(//i|  -i-  ni.2  -t-  .  .  . 
ou 


(//il  -\-  m. ,-{-..  .-h  /n,,  -t-  /i  —  1  )  I 

La  probabilité  cherchée  a  donc  pour  valeur 

Étude  du  cas  général. 

19.  Supposons  maintenant  que  ccr  (y,,  j>^25  ••  .,JK«-|)  soit  quelconque, 
mais  dévcloppable  en  série  entière, 

-t-  (f■2.^y''  -t-  «2,2.XÎ  -h  ...  -h  /',,2.V,72  -h  .  .  .  , 

et  que  cette   fonction    cj   s'étende   à    tous    les   systèmes  de   valeurs 
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<^ey,,r.,  •••,  Jn-i  tels  que 

le  dénominateur  de  l'expression  générale  do  la  probabilité  a  poste- 
riori (n"  lo), 

//■•■fy:yT---y:i.'(j~y-y.-----yn-.y''"^(y,.y.,..-,r..)dy,rty,...ciy,,...,, 

se  composera  alors  d'une  somme  d'intégrales  de  Dirichlet  et  pourra 
ainsi  être  obtenu  sous  forme  d'un  développement  en  série;  en  dési- 
gnant par  S  cette  série,  l'expression  de  la  probabilité  sera 

iy':'yT- •  -y^'rii  -y, -y, -  . . . -r«-,y""^(7n7.,  •  •  •  ,7«-  O^r. 4^. •  •  •^7«-.- 


Probabilité  des  événements  futurs  d'après  les  événements  observés. 

20.  En  \i.  épreuves,  i'ëvênemenl  A,  s' est  produit  m^  fois;  V événe- 
ment Aa,  m.^fois;  . .  .;  V événement  A,^,  m^  fois.  Quelle  est  la  probabi- 
lité pour  que,  en  ]x'  nouvelles  épreuves,  les  événements  se  produisent 
suivant  une  loi  donnée? 

On  suppose  que  les  événements  s'excluent,  que  l'un  quelconque 
d'entre  eux  se  produit  nécessairement  à  chaque  épreuve  et  que  les 
nouvelles  épreuves  sont  identiques  aux  précédentes. 

SoitX(y,,y2,  ...,/„_,)  la  probabilité  aposteriori}^oi\T(\\ieV  ^,  P,,  ... 
aient  les  valeurs^,,  ^25  •••• 

Soit  ^  (j, ,  jK^î  •  •  ",  yn-\  1  ^')  la  probabilité  pour  que,  en  \i,'  épreuves, 
les  événements  se  produisent  suivant  la  loi  donnée  quand  les  probabi- 
lités P,,  Pa,  ...  de  ces  événements  sont  j/-,,  j^^,  .... 

La  probabilité  pour  queP,,  Po,  •  -  ■  aient  les  valeurs  j-,,j)/-2, .  . .  et  pour 
que  les  événements  se  produisent  suivant  la  loi  donnée  est,  d'après  le 
principe  des  probabilités  composées, 

My^1y■l,  .■.,7n-,)x  +(r.^r2,  ••  •,/«-, ,  \>^')dy,dy.,...dy„_,. 

D  après  le  principe  des  probabilités  totales,  la  probabilité  cherchée 
est  la  somme  des  (juantités  analogues  pour  l'ensemble  des  valeurs 
^^  Jm>'2?  ■•  •  1  yn-t  qui  satisfont  à  la  loi  donnée;  cette  probabilité  est 
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donc  exprimée  par  la  formule 

qu'on  peut  aussi  écrire,  en  remplaçant  \  par  sa  valeur  (n*^  lo), 

If"    yT'y?"- ■ -yn-vi^—fi — j?  — •••  — .r«  l)'"••T^'}^dv^rfv2...dvn^^ 

j  j  ■••   I  /T'J'""--  •  ■/«-T'(  '  —  /i  —  72  —  •  •  •  —  r«-i  Y""^  dy-i  dv. . .  .dy„  „, 

L'intégrale  du  numérateur  est  relative  aux  systèmes  de  valeurs 
de  y^i  y^-)  •  •  -lyn-K  c[ue  rendent  possibles  la  forme  de  la  fonction  m  et 
la  loi  exprimée  par  la  fonction  '\i. 

L'intégrale  du  dénominateur  s'étend  aux  systèmes  de  valeurs  que 
rend  possibles  la  forme  de  la  fonction  gï. 

Lorsque  nr  =  i,  l'expression  de  la  probabilité  se  réduit  à 

(  mi  +  ^2  + .  .  .  -I-  /w„  H-  /<  —  1  )  ! 

><ff''-fy7y7--yâr,\^-y—y2---'—yn~sT'''Hy^^y2^'--^yn-nV'')dyMy,-..dyn--,. 

21.  En  [X  épreuves,  l'événement  A,  s'est  produit  m,  fois;  l'événe- 
ment A^j  m^fois;  . . .;  l'événement  A„,  m„  fois.  Quelle  est  la  proba- 
bilité pour  que,  en  ^'  nouvelles  épreuves,  l'événement  A,  se  pi^o- 
duise  m\  fois;  l'événement  A^,  m'^  fois;  ...;  l'événement  A„, 
m\^  fois  ? 

Nous  nous  plaçons  dans  l'iiypothèse  oùcr  =  i.  On  a,  dans  le  cas 
considéré, 

,         (m',  +  m'+...-y-m')\     ,„■     ,„■  ,„•     .  ■ 

La  probabilité  est  donc 

( /n,  4-  7^2  +  .  ■  •  -t-  m„  +  /i  —  I  ) !  {ni\  +  m'.,  +  •■■+/»„)! 
m,!  m^\.  .  .  ni,i  !  /?i',  !  m'^  \ .  .  .m\,\ 
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l'intégration  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  telles  que 

La  probabilité  cherchée  est  clone 

{nii-h  m^-h  .  .  .  -t-  m„  -+-  /i  —  i)l  (  m\  -+-  m',  h-  .  .  .  -i-  ///„  )  1 
m,  !  //t,  !  •  •  •  n^,  !  '«1  î  f^^i  !  •  •  •  /w„  ! 

(  m,  +  m',  )  !  (  ^2  -I-  m',  )  ! .  .  .  (  /7i„  -H  m'„  )  1 


X 


(  m,  H-  /»',  +  w,  +  m'.,  -h  .  .  .  +  m„  4-  m^j  -+-  /t  —  i  )  ! 


La  probabilité  pour  que  révénement  A,  se  produise  si  Ton  fait  une 

seule  épreuve  est ;  elle  est  très  voisine  de  —  lorsque  u.  est  un 

grand  nombre. 

22.  Supposons  que  m^^m.^^  ...,  a?2„,  m',,  m!,,  ...,  m,',  soient  de  grands 
nombres;  posons 

/«i  m.2  m„ 

Posons  encore 


{Vf,  CC2,  . . .,  a?^  sont  les  écarts. 

Transformons     l'expression      factorielle     en     exponentielle;     elle 
devient 

,\>-+\'-'\pi         r-i        '■■       Pn/ 


2U.' 

e  \>- 


\V'''^^'^^~^)  V//'i/^2.  ■■/->« 


Si  les  événements  avaient  pour  probabilités  exactes  p^,  p.,,  . . .,  p,^, 
la  probabilité  pour  que  les  écarts  soient  .x^,  .t.,,  . . .,  x,^  serait  (n"  (>) 


H-^^Ii^_ 


g      21J.\;),         p„  fi,, 


L'ignorance  où  l'on  est  des  valeurs  exactes  des  probabilités  augmente 
donc  les  écarts  dans  le  rapport  de  \l]x  -\-  uJ  à  \]j.. 

Journ.  de  Math.  (G*  scrie),  tome  IV.  —   hase.  IV.  mjoS.  3^1 
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Nous  nous  sommes  placés  dans  Thypothèse  où  cr  ^  i  ;  mais,  le 
nombre  ut.  étant  très  grand,  le  résultat  est  indépendant  de  cette  hypo- 
thèse (n*'  17). 

Le  théorème  ci-dessus,  l'un  des  plus  importants  du  calcul  des  pro- 
babilités, exprime  une  loi  pénultième;  il  est  indépendant  de  toute  hypo- 
thèse sur  les  valeurs  initiales  des  probabilités. 

25.  Si  [0.  n'est  pas  très  grand  et  si  la  fonction  xs  est  quelconque,  la 
probabilité  pour  que,  en  [x'  nouvelles  épreuves,  le  premier  événement 
se  produise  fn\  fois,  le  second  m',  fois,  . . .  est 


(m',  -t-  m',  -I-.  ■  .-4-  m,,  ) 


X 


Les  deux  intégrales  sont  de  la  même  forme;  elles  doivent  s'étendre 
à  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  jKn  JK^ 5  ••">yn-\  tels  que 

si  la  fonction  ro  s'étend,  comme  nous  le  supposerons,  à  tous  ces 
systèmes  de  valeurs.  Si,  de  plus,  gt  est  développable  en  série  entière, 
chacune  des  intégrales  est  decomposable  en  une  suite  d'intégrales  de 
Dirichlet,  et  la  probabilité  est  alors  exprimée  par  le  quotient  des  deux 
séries. 

24,  Les  résultats  les  plus  importants  de  la  théorie  que  nous  venons 
d'exposer  sont  exprimés  par  des  lois  finales  et  pénultièmes;  il  est  donc 
utile  de  connaître  les  conditions  a  priori  que  supposent  ces  lois. 

Supposons  pour  simplifier  qu'il  n'y  ait  qu'une  variable;  soient  P  la 
probabilité  d'un  événement  et  ^{y)  la  probabilité  a  priori  pour  que  P 
ait  la  valeur  y. 

La  quantité  ^(y)  doit  nécessairement  être  positive  et  telle  que  la 
somme  de  ses  valeurs  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  y  soit  un. 

Si  ^(y)  est  une  fonction  continue  ne  s'annulant  pas  et  ne  devenant 
pas  infinie  entre  zéro  et  un,  les  formules  finales  et  pénultièmes  sont 
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légitimes,  pourvu  que  toutes  les  alternatives  possibles  se  soient  pro- 
duites un  grand  nombre  de  fois. 

Les  formules  pénultièmes  sont  donc  applicables  quand  la  loi  des 
probabilités  a  priori  est  quelconque,  mais  en  quelque  sorte  naturelle; 
et  il  faut,  pour  les  mettre  en  défaut,  former  de  toutes  pièces  des  lois  par- 
ticulières qui  ne  présentent  aucun  intérêt  au  point  de  vue  du  calcul  des 
probabilités. 

Si  Ton  ne  connaît  rien  sur  la  probabilité  a  priojv,  à'' nn  événement, 
la  fonction  cï(jk)  peut  être  quelconque,  mais  elle  ne  peut,  pour  aucune 
valeur  àey,  devenir  négative  et  zéro  est  son  minimum  absolu;  la  sup- 
poser nulle  pour  un  intervalle  fini  de  £  est  se  placer  dans  un  cas  infi- 
niment particulier;  c'est  précisément  ce  cas  qui  mettrait  en  défaut  les 
formules  finales  si  celles-ci  conduisaient  à  une  valeur  à^y  qui  devrait 
être  nulle  a  priori. 

L'emploi  des  formules  finales  et  pénultièmes  est  donc  légitime. 

25.  Il  n'est  peut-être  pas  inutile  de  donner  un  exemple  qui  montre 
la  décroissance  de  l'influence  des  hypothèses  initiales  lorsque  le 
nombre  des  épreuves  augmente. 

Supposons  qu'on  ait  fait  im  épreuves  et  qu'un  événement  se  soit 
produit  m  fois. 

Dans  l'hypothèse  où  g3  =  i,  la  probabilité  pour  que  l'événement  se 
produise  à  l'épreuve  suivante  est  o,5. 

Considérons  une  autre  hypothèse  et  posons,  par  exemple, 

Lorsqu'on  supposait  que  gt  avait  pour  valeur  un,   la  probabilité  de 
l'événement  avait  a  priori  autant  de  chances  d'être  supérieure  à  -  que 


,  1 


a 


d'être  inférieure  à  -•  Dans  l'hypothèse  où  ^{y)  =  i  ijk'"i  il  n'y  a, 
priori,  qu'une  chance  sur  deux  mille  pour  que  la  probabilité  de  l'évé- 
nement soit  inférieure  à  -•  Le  second  cas,  pour  être  très  difTérent  du 

premier,  conduit  cependant  à  des  chiffres  très  voisins  si  m  est  un  grand 
nombre. 

Les  formules  ci-dessus  permettent  de  calculer  sans  difficulté  la  pro- 
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habilité  pour  que  l'événement  se  produise  à  fépreuve  suivante  dans 

l'hypothèse  où  ^(y)  =  1 1^'".  Cette  probahilité  est  ; — — Lorsque 

m  =  loo,  elle  a  pour  valeur  o,523;  lorsc^ue  m  =  loooo,  elle  a  pour 
valeur  o,5oo2,  elle  est  donc  très  proche  de  la  valeur  asymptote  o,5ooo 
obtenue  dans  l'hypothèse  où  cr  =  i. 


Problèmes  divers. 

26.  Une  urne  contient  a  boules  de  n  couleurs  différentes  ;  les  unes 
sont  blanches,  les  autres  noires,  rouges,  .,.,  vertes,  on  ignore  en 
quelle  proportion.  On  tire  m,  +  m.^^  -+-...+  m„  =  \l  boules  de  Vurne  : 
m,  sont  blanches,  m^  sont  noires,  . . .,  m„  sont  vertes.  Quelle  est  la 
probabilité  pour  que  Vurne  ait  une  composition  donnée? 

On  suppose  que  les  jx  boules  sont  extraites  simultanément  ou  suc- 
cessivement, les  boules  extraites  n'étant  pas  replacées  dans  l'urne: 

Soit  ^{y^ ,  y<i,  . .  -i  yn)  la  probabilité  a  priori  pour  qu'il  y  ait  dans 
l'urne  y^  boules  blanches,   y.^   boules   noires,    ...,  y^  boules  vertes 

S'il  y  avait  efTectivementjKi  boules  blanches,  y.^  boules  noires,  etc., 
la  probabilité  pour  qu'en  m,  H- mo-+-. . .+ m„  ^  [i.  tirages  il  sorte 
m,  boules  blanches,  m^  boules  noires,  etc.,  serait  (n°  5) 

ft!     y,  1  j,!  r„  {a  —  ij.)l 


m^l  m-il  .  .  .  mj  (x,  — m,)!  {y.^— m,}l        {y„— m,^)\ 

La  probabilité  demandée  est  donc 

r,!  )-2!  ■  .  .  v„!  5J(  r,,  y.j,  ■  .  .,7,,) 


a 


Vily.^l  .  .  .  j„!  m(  r,.  )-,,  .  .  .,  >•„) 


^{y^—n^^)l{y^—n^)l...(y,,—  ,n^)l 

le  V  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières  de  j^,,  y.,,  . .  .,^„  telles 

que  j^,  soit  au  moins  égal  à  /w,,  ^2  ^^  moins  égal  à  m^,  .. .,  et  telles 

quey, +72 +  .••  +  /«  =^  «• 

A  chaque  hypothèse  faite  sur  la  forme  de  la  fonction  cr  correspond 
une  valeur  difîérente  pour  la  probabilité  cherchée. 

Nous  supposerons  d'abord  que  toutes  les  compositions  de  l'urne  sont 
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a  prioj^i  également  probables;  alors  cr  est  constant  et  disparait  dans 
l'expression  de  la  probabilité.  Le  V  a  pour  valeur 

m,  !  //«.,  !  .  .  .  /«n !  {ci  +  n  —  I )  ! 
(fz-^«  — I)!  {a  —  ^)\ 

et  la  probabilité  cherchée  est 

yi'y-a!  ■■■7,t!(f/4-/i  — i)!  (g  — f/)! 

( y  1  "  "'  1  )  !  (  7-2  —  ''ï-i  )  !  •  •  •  ( .>'/,  —  /«„)  !  mj  !  m.2  !  ...  /?«„ !  ( a  +  «  —  i ) ! 

La  plus  grande  probabilité  correspond  au  cas  où 

m,  m, 

y.^: — j  yo= — ^,  .... 

''  a  ■  '        a 

27.  »Si  /'o/z  ejfeclue  [/.'  nouveaux  tirages,  quelle  est  la  proba- 
bilité pour  obtenir  ni\  boules  blanches,  rn.^  boules  noires,  . . .? 

Si  Turne  contenait  y^  boules  blanches,  y.j^  boules  noires,  etc.,  après 
la  sortie  des  [x  boules,  elle  contient  y^  ~  m,  boules  blanches,  ya  —  m^ 
boules  noires,  etc.  La  probabilité  pour  qu'en  (x'  tirages  il  sorte 
m\  boules  blanches,  m.,  boules  noires,  etc.,  serait  alors  (n°  3) 


m\  \  m',\  ...  m„  !  (  j,  —  m,  —  m \  )  ! 

{y-,— m^— Tn\)\        {y,,—  m,,—  m'„)\        {a  —  [x)l 

Si  l'on  multiplie  cette  quantité  par  la  probabilité  a  posteriori  pour 
que  les  j^  aient  respectivement  pour  valeurs  j^,,jk2?  •  •  mJ^w  6t  si  l'on  fait 
la  somme  de  tous  les  résultats  analogues,  on  obtient,  d'après  les  prin- 
cipes des  probabilités  composées  et  totales,  la  probabilité  cherchée; 
celle-ci  a  donc  pour  valeur 

/j.'!(a  —  p.  —  fj(.')!(ja-i-n  —  i)! 


m\  !  m',  !  .  .  .  /7i'„  !  m,  l  in-j  !  . .  .  //<„  !  (  a  4-  n  —  i)  ! 

^ïx—  "h~m\)\  [y,—  m.,—  m',)l  ...  (/„—/«„—  m'„)!' 


-—iJ  (  y, — 


le  V  s'étendant  à  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  y^,  y. 2,  . . ..  y^  tels 
que  y,  soit  au  moins  égal  à  m,  -+-  m\,  y.,  au  moins  égal  k  m-^-h  m.^,  . . . 


4i6 

et  tels  quejKi  +JK2 
(m,  +  ni. 
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-h. . .  -hy„  =  a.  Ce  V  a  pour  valeur 
!  (  m,  +  ffl^,  )  !  ...  (  w„  H-  m'„  )  !    (a  +  n  —  i)! 


-I)! 


(a 


—  (iM! 


p'): 


La  prohabilité  cherchée  est  donc 


(  fi.  -f-  «  —  I  )  !      (  /?? ,  +  m',  )  !  f  ^2  -j-  /?^  2  )  !  ...  (  m„  -h  /n'„  )  ! 


m'i  I  m'^  1  .  .  .  A«;,  !  /ni  !  //?2  !  .  . .  /«„  ! 


(  ]j.  -h-  ;jl'  +  «  —  1  )  ! 


Cette  probabilité  est  indépendante  de  a,  elle  a  même  valeur  que  si  a 
était  infini.  Si  a  était  infini,  la  probabilité  a  priori  d'extraire  une  boule 
de  couleur  donnée  serait  la  même  à  chaque  tirage  et  l'on  serait  ramené 
au  problème  du  n°  *21.  La  dernière  formule  que  nous  venons  d'obtenir 
est  d'ailleurs  identique  à  celle  du  n°  21. 

28.  Ce  résultat  curieux  demande  une  explication.  Supposons  qu'une 
urne  B  renferme  h  boules  de  diverses  couleurs  et  supposons  qu'on  tire 
au  hasard  a  boules  de  cette  urne  pour  les  placer  dans  une  seconde 
urne  A. 

La  probabilité  d'extraire  m^  boules  blanches,  m^  boules  noires,  etc., 
de  A  est  évidemment  la  même  que  celle  d'extraire  ces  mêmes  nombres 
de  boules  de  l'urne  B  quand  celle-ci  contient  encore  les  b  boules. 

Lorsqu'on  extrait,  de  l'urne  A,  m^  boules  blanches,  m.^  boules 
noires,  etc.,  on  obtient,  relativement  à  la  sortie  des  boules  suivantes  de 
cette  urne,  le  même  renseignement  qu'on  aurait  obtenu  pour  la  sortie 
des  boules  suivantes  de  l'urne  B  si  l'on  supposait  que  cette  urne  ait 
renfermé  b  boules  et  qu'on  en  ait  extrait  m,  blanches,  m^  noires,  etc. 

Lorsque  toutes  les  compositions  de  l'urne  B  sont  a  priori  également 
vraisemblables,  celles  de  l'urne  A  le  sont  aussi. 

Nous  avons  supposé  que  toutes  les  compositions  de  l'urne  A  étaient 
a  pj'iori  également  vraisemblables;  nous  pouvons  donc  supposer  que 
cette  urne  a  été  remplie  en  tirant  a  boules  au  hasard  dans  une  urne  B 
contenant  un  nombre  arbitraire  b  de  boules,  toutes  les  compositions  de 
cette  urne  B  étant  a  pWor/ également  vraisemblables. 

Si  de  l'urne  A  on  extrait  m,  boules  blanches,  m^  boules  noires,  etc., 
le  renseignement  qu'on  obtient  pour  la  sortie  des  boules  suivantes  est 
le  môme  que  s'il  s'agissait  de  l'urne  B  quand  elle  contient  b  boules; 
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il   est    donc    indépendant    du    nombre   des  boules   contenues    dans 
l'urne. 

29.  Considérons  le  cas  où  a,  [J.  et  [x'  sont  grands;  posons 

posons  éj;alement 

m\  =  [f-'p,  -h  X', ,  m!,  =  [x'p.^  -\-  X.,,  ...  ; 

Xf^  x.^,  ...  sont  les  écarts. 

Transformant  alors  l'expression  factorielle    de  la  probabilité   en 
expression  exponentielle,  on  obtient  la  probabilité  pour  que  les  écarts 


n  ^  :'■' 


orj'iizJi'  ^  P'      P-  P" 

e       '     ^ 


1  \  «— 1 


2  7^[^'--— ^j  \/PiPi-.P„ 


Si  l'on  savait  que  l'urne  contient  exactement  a  —  ]x  boules  dont 

—^(^a—  a)  blanches,  — ^(a  —  [i.)  noires,  etc.,  la  probabilité  pour  que 

p.  [j. 

les  écarts  soient  a;,,  iCoi  •  •  •;  ^w  après  [x'  tirages  serait  (n°  12) 

\ (ii  +  d  +  ...^^) 

„,.,"    -i^        l-^-     '■    Pl  Pi  Pn.   J 


(I  —  a 


I  \  rt  — 1 

a  —  /J.  —  fx 


L'ignorance  où  l'on  est  de  la  composition  exacte  de  l'urne  augmente 
donc  les  écarts  dans  le  rapport  de  y^i^jx-i-  [^.')(«  —  (J-)à  \J\i\a  —  a  —  ]x'). 

50.  Nous  avons  supposé  que  toutes  les  compositions  de  l'urne 
étaient  a  priori  également  probables;  on  peut  résoudre  les  mêmes 
questions  en  supposant  (jue  l'urne  ait  été  remplie  en  tirant  au  hasard 
la  couleur  des  boules  avec  la  probabilité  p^  pour  les  blanches,  p^  pour 
les  noires,  etc. 

On  peut  obtenir  sans  grande  difficulté  la  probabilité  a  posteriori 
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pour  que  l'urne  ait  une  composition  donnée,  puis  la  probabilité  pour 
que,  si  l'on  effectue  [/.'  nouveaux  tirages  (toujours  sans  remettre  les 
boules),  on  obtienne  m\  boules  blanches,  m'.,  boules  noires,  etc.  Pour 
ce  dernier  problème,  on  est  conduit  à  cette  conclusion  :  c'est  que  la 
probabilité  a  même  valeur  que  si  Ton  avait  tiré  directement  les  tjt.' 
boules  avec  la  probabilité  p^  pour  les  blanches,  p^  pour  les  noires,  etc. 
Pour  expliquer  ce  fait,  il  suffit  de  reprendre  un  raisonnement  précé- 
demment employé  (n°  28).  L'urne  A  est  remplie  en  tirant  au  hasard 
a  boules  d'une  urne  B  qui  en  contient  une  infinité,  les  nombres  des 
boules  blanches,  noires,  etc.,  de  cette   urne   B   étant  proportionnels 

«1  Pn  P-21  •  •  •• 

Lorsqu'on  extrait,   de   l'urne  A,   m.,  boules  blanches,  m.,  boules 

noires,  etc.,  on  obtient,  relativement  à  la  sortie  des  boules  suivantes, 
le  même  renseignement  que  s'il  s'agissait  de  l'urne  B.  Cette  dernière 
urne  étant  infinie,  les  sorties  antérieures  n'influent  en  rien  sur  les  pro- 
babilités relatives  aux  tirages  futurs;  il  en  est  donc  de  même  quand  il 
s'agit  de  l'urne  A. 

On  peut  aller  plus  loin  et  calculer  la  probabilité  a  posteriori  pour 
que  l'urne  A  ait  une  composition  donnée  sans  avoir  recours  à  la  théorie 
de  la  probabilité  des  causes.  L'urne  A  étant  remplie  comme  il  a  été 
dit,  le  fait  d'avoir  extrait  de  cette  urne  m^  boules  blanches,  m^  boules 
noires,  . ..,  m„  boules  vertes,  ne  change  en  rien  les  probabilités  rela- 
tives aux  a  —  m,  —  ^2  — . . .—  m^  autres  boules;  la  probabilité  pour 
que,  parmi  celles-ci,  il  y  ait  z,  boules  blanches,  z.,  boules  noires,  ..., 
Zn  boules  vertes  (s,  +  . . .  +  s„  =  a  —  w,  —  . . .  —  m«),  est  donc  aposle- 
riori  comme  a  priori 


(a_mi  — m,  — ■■■— /n„)!  ,,  .„ 

rrr-j n P'  Pi  •••Pn- 


M  •   *'2  ' 


Telle  est  la  probabilité  a  posleriori  pour  que  l'urne  renferme 
m,  -h  s,  boules  blanches,  m,^  -i-  ^2  boules  noires,  etc. 

51 .  Une  urne  A  contient  un  très  i^rand  nombre  a  de  hou/es  de 
n  couleurs  différentes,  blanches,  noires,  etc.,  vertes,  dans  une  pro- 
portion inconnue. 

IJurne  a  été  remplie  en  tirant  les  boules  au  hasard  avec  la  pro- 
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babililé  p,  pour  les  blanches,  p^  pour  les  noires,  etc.,  p„  pour  les 
vertes. 

On  tire  successivement  [x  boules  de  l'urne  en  remettant  après 
chaque  tirage  la  boule  sortie.  On  obtient  m,  boules  blanches,  m..^ 
boules  noires,  etc.,  m,^  boules  vertes.  Quelle  est  la  probabilité  pour 
que  l'urne  ait  une  composition  donnée? 

La  probabilité  a  priori  pour  que  l'urne  renferme  ap^  -h  z^  boules 
blanches,  ap.,-\- z^  boules  noires,  etc.,  ap^  +  z,,  boules  vertes  est 
(n°  6) 


Dans   ces    conditions,    la    probabilité   pour   extraire    une  blanche 

est  — ^-,  pour  extraire  une  noire    ^""     "^ ?  etc.,  et  la  probabilité  de 

révénement  observé  est 

1      )  [(!/», —jJ.  (<//', +  3,  i]'-        [atii.,-\l.{:iii,-\-z^_\]'^  ( 

a      îfJ.»'  <//),  +  ;,  cip.^-\-z.  ■■■( 


I 


\/a{}J-2Ti^a)'^  '    \/{api  4-  -3)  )  (a/j.y  -^  z^)  .  .  . 

a  étant  un  très  grand  nombre;  Zi,  z.^,  . .  .,  z^  sont  très  petits  auprès 
de  ap^,  ap.^t  . . .,  apn. 

Négligeant  les  termes  en  z  dans  le  dénominateur  de  Texponentielle, 
l'expression  ci-dessus  peut  s'écrire 

e   21^"^  p,  ^  7^  ^■■\ 


a"{\JiT:ix)"   's/p^pi.  .  .  p„ 
et  la  probabilité  demandée  a  pour  valeur 

_  _!_ r  I  ii-  +  a);'j— 2f»«i  s,       (  \>.-k-a)z%  —iam.z.,  "1 

e      2^L  /',  ^  /';  ^^   J 


//•••/_ 


+  »o l_r  (  [J.-i-«  I  ;^  _2„„jj3j        {\J.  ^a\zl  —  iam._z,i,  "] 


Ct-i^  J    CtZt)     ,     ■    ■     Ct-V  n j 


Occupons-nous  de  l'intégrale  :  posons 

Journ.  de  Math.  (6"  série),  tome  IV.  —  Kasc.   IV,  1908. 


lllO 


L.     BACHELIER. 


Les  u  sont  du  même  ordre  que  les  ::  si    ui  est  très    grand  et  du 
même  ordre  que  a. 
L'intégrale  de\dent 


Pi    p^ 


■2(|x+«i     ((■'■[      e   '^"^ 


(^^- 


r au,      \'        /   , «H.      \'  ~| 

P'  P^  '  ^  rJ.T. 


en  posant 


\/a  +  a::, 


(7«, 


vV 


C/ 


=   ■/),,  V[J-   +   «-2 


(tll  , 


\/lJ.  -t-  a 


i-2^ 


•  •  5 


elle  se  réduit  à 


Vvf^-l-  ") 


II-  i 


La  somme  des  y]  étant  nulle,  cette  dernière  intégrale  a  pour  valeur, 
d'après  la  formule  du  n"  8, 


l'intégrale  a  donc  pour  valeur 


n^\ 


1  i    U\  III 


\'p,p....pne 


—  H =■+... 


OU 


«  \/27r 


H-l 


\lp,p.,...p,,e   !^       L       /,  /.  j^ 


et  la  pj^obabilité  cherchée  pour  que  L'urne  renferme  apf  +  Zt  boules 
blanches,  ap.^  -+-  z.^  boules  noires,  etc.,  est 


\/|jL  -h  a  \  I 


a\JlTZ    )  \/fhlJl      ■  -Pn 

J.  +  <i)\/'i         />,  /  lu'       \  p,        p,  /       a\     Pi  Pi  'ri-'     tl-  //- 


X  e 


2|[A-(-r()        2l(J.- 


La  plus  grande  probabilité  a  lieu  pour 


a  +  p- 


a-\-  ^ 
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Désignons  par  P,  la  probabilité  pour  que,  si  l'on  fait  un  tirage,  il 
sorte  de  Turne  une  boule  blanche,  par  P.^  la  probabilité  correspon- 
dante pour  une  boule  noire,  etc.  Si  les  écarts  sont  z,,  z.^.  .. .,  les  pro- 
babilités P, ,  Po,  ...  sont 


a/>,  -{-  z^  .j  api 


•^■> 


p    '^1'  1  -^  "  I  p    __  

'  a  "  a 

52.   La  plus  grande  probabilité  a  posteriori  a  lieu  quand 

a{mt  —  iJ.pi)        '     ^ a{m.j,  —  [J-p-i) 

a  -f-  ft  "  a  +  IX 

c'est-à-dire  quand  les  quantités  P,,  Po,  .  . .  ont  les  valeurs 

p,  _  m,  —  ixp,  p/  _  „      ,     r>h~ixp,_ 

r  ,  —  Pi  ~r-  ■ — '  r^.,  —  p>  -+-  5  •  •  • , 

*       i*  a  -h  yi  2       1-  a  +  ij.  ' 

P,,  P2,  ...  diffèrent  peu  de  P, ,  P'^,  —  Posons 

p,  =  p;  +  £,,      p,  =  p;  +  £, 

On  en  déduit 

a  -[-  [i  a  -  a  -h  fL  a 

Remplaçant  alors  dans  l'expression  de  la  probabilité  a  posteriori 
les  :?  par  les  £,  on  obtient 

(v'2  7t:)""' V/^iZ-'s  ■  --Pn 

Telle  est  la  probabilité  pour  que  P,  ait  la  valeur  P',  -i-  £,,  P'^  la 
valeur  P^  H-  £2, 

35.  Si  Ton  effectue  pi'  nouveaux  tirages  (toujours  en  remettant  après 
chaque  tirage  la  boule  sortie),  la  probabilité  pour  obtenir  \l'  V\  -\-  x^ 
boules  blanches,  ij-'P^h-  x.^  boules  noires,  etc.,  c'est-à-dire  la  probabi- 
lité pour  que  les  écarts  soient  .x,,  .r^,  . . .,  r^,  a  pour  expression 


Q  .'-!J. 


,  a  -f-  [}.  + 


<l  -t-  p.         / 
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54.  En  a.  épreuves,  V événement  A,  s'est  produit  m,  fois,  L'évé- 
nement A2,  m^  fois,  etc.,  l'événement  A„,  m„  fois,  ix'  nouvelles 
épreuves  devant  avoir  lieu,  en  désignant  par  m',,  m',,  ...,  m'^  les 
nombres  des  arrivées  des  événements  A,,  A2,  . . .,  A„,  quelle  est  la 
probabilité  pour  que 


oi^m^  -h  a^ w .,  +  ...  -)-  a„ m^ 
ail  une  valeur  donnée  s? 

[x  et  fx'  sont  de  très  grands  nombres  ;  a, ,  a,,  . . .,  a„  sont  des  coeffi- 
cients donnés  qui  peuvent  désigner,  par  exemple,  les  pertes  possibles 
d'un  joueur  à  chaque  épreuve  ;  s  désigne  alors  la  perte  totale  dans 
l'ensemble  des  pi'  nouvelles  épreuves. 

Posons 


m, 


m^ 


IJ.    -P^^  ^ 


m. 


25 


=  Pn- 


Supposons  que  les  événements  A,,  A2,  . . .,  A„  aient  pour  probabi- 
lités (^,  +  £,),  (/?2-(-£2))  •••5  {Pn-^  ^n)'i  'a  probabilité  de  cette 
éventualité  est 

(v/2  7r)"^'  V//>,/?2-  •     Pn 

Ces  valeurs  (/?,  4-  £,  ),  . . . ,  (/?„  +  £„)  donnent  pour  la  probabilité  de 
la  quantité  5 


2[J.'  I  ii;),-(-E,  laf  +ip5  +  Ei.  la-j 


</)„ -1- ■„ I  a,-, !  -K /),+  £,  ia,-+-(/j2-i-î;)a, -I-. 


'/'"  +  -'■  II' 


d'après  la  formule  relative  à  la  probabilité  d'une  somme  (consulter 
mon  Mémoire  sur  les  probabilités  continues,  n**  9). 
La  probabilité  des  valeurs 


(/>,  +  £,),  ...,         (/)„  +  £„) 


et 


est,  daprès  le  ()rincipe  des  probabilités  composées,  égale  au  produit 
des  deux   dernières   expF'cssions,   et  la   probabilité  cherchée  est,    en 


ÉTUDE  SUR  LES  PROBABILITES  DES  CAUSES.  4^3 

vertu  du  principe  des  probabilités  totales, 

j  .t  -  [A' [(;), -H  ;,  )  ai-l-. .  .4- ( /)„+ c„  i  a„  ]  ;  ' 


g     2[J.'  ;  ((/>,  +  £,  iaîH-...+  i/>„  +  £„ia,-;j-[i/^,  +  ïiia,-f-...+  (/)„-(-2„,a„|'  j 

X.   ~^= — ,  ~  iCt£|  <Zc2  ...  "£/} 

V/7i\/2^'  !  [(/?i +  £,) a-f +...+  (/>„+£„ )af,  J  — [(/;,  + £i) a, +...+  (/>„ +£„)a„]-^| 

On  doit,  dans  cette  formule,  remplacer  £„par  —  (s,  -f-  £2  +  ...  +  £«_,); 
on  doit  aussi  ne  conserver  les  £  que  dans  la  première  exponentielle  et 
dans  le  numérateur  de  la  seconde. 

Lorsqu'il  n'y  a  qu'une  variable  £,  l'expression  se  réduit  à 


[AS»  ii-(j.'((/),-t-e)a,  +  i;).-s)aj 


12 


J - o,.  \1  Ti  \f2p7pl     v/ti  v/afjL'w,  o.,(a,  —  a.,  )- 


^ - ao '^ Tz  sfyjyfh     \/7r  v/2fjL'/j,y9.(a,  — a,)- 
elle  s'intègre  facilement  et  devient 


s/uk/  2ix'p^ 


Dans  le  cas  où  le  nombre  des  variables  est  quelconque,  les  intégra- 
tions sont  pénibles;  il  est  à  la  fois  plus  simple  et  plus  élégant  de 
résoudre  le  problème  en  faisant  appel  à  la  théorie  des  probabililês 
connexes  que  j'ai  exposée  dans  mon  iMémoire  sur  les  probabilités  con- 
tinues i^iv  17). 

Posons 

s  —  [f-'p^cc,  -+-  \x' p.yCf.>  -h  ...  -h  [Jt.'^„a„+  x\ 

X  est  Vécart.  Le  problème  considéré  revient  à  chercher  la  probabilité 
de  cet  écart. 

Supposons  qu'un  joueur  H  perde  une  somme  égale  à  l'écart  ;  sup- 
posons que  les  jx'  nouvelles  épreuves  soient  effectuées  et  qu'elles  aient 
donné  m',,  m'^,  . . .,  m^  pour  les  nombres  des  arrivées  des  événements 

^\  5    -^2  5     •  •  •  5    ^If 


424  L.     BACHELIER. 

L'écart  x  est  alors  connu  et  il  a  pour  valeur 

X  =  a,  m\  +  a. m.^  -f- . . .  +  a„m^^  —  {Jt.'(a,  /?,  -h  y..^p.^  -)-...  +  y.nPn)- 


Si   une   nouvelle  épreuve  a  lieu,    l'événement  A,    s'étant  produit 

m,  -h  m\  fois  en  fx  -h  [j.'  épreuves  a  probabilité  — ^ p-  de  se  produire, 

et  alors  l'écart  augmente  de  la  quantité 

y  a  de  même  probabilité f-  pour  que  1  écart  augmente  de 

a,  —  (/7,a,  +/?2a, +  ...+/>„a„). 

Etc.  L'espérance  mathématique  du  joueur  H  pour  une  nouvelle  épreuve 
est  donc 


-7^  (a,  -  (/?,a,+/?oa,4-...+^„a„)] 


ou 


:r 


L'espérance  mathématique  du  joueur  H  pour  une  nouvelle  épreuve 
est  égale  au  produit  de  sa  perte  actuelle  par  une  fonction  de  u.'. 

La  fonction  d'instabililé  du  jeu  de  H  pour  une  nouvelle  épreuve  se 
calcule  de  mênje,  et  elle  a  pour  expression,  après  suppression  des 
quantités  négligeables, 


2|(a>.  +  ai:/>2 


^IPn)  —  (a,/?,  +  a,/j. 


«„/>„)']• 


L'espérance  du  joueur  H  étant  égale  au  produit  de  sa  perte  actuelle 
par  une  fonction  do  a'  et  la  fonction  d'instabilité  de  son  jeu  étant  con- 
stante, il  suffit  d'a[)pliquer  la  formule  démontrée  au  n"  2i  du  Mémoire 
précité. 

La  probabilité  pour  que  le  joueur  H  perde  la  somme  x  en  (x'  épreuves 
est  ex[)rimée  par  la  formule 


V^V  F(/j.') 


=  dx. 


ÉTUDE  SUR  LES  PROBABILITES  DES  CAUSES.  4^5 

F  étant  Tintégrale  de  l'équation  différentielle 
dF_  _      2F 

d'où 


(a,^,  4-  oi^p.,-h  ...-h  O^nPuf] 


2  1  /X  +  fZ' 


La  pj'obabilité  de  l'écart  de  x  est  donc 


[J.4-|J,' 

2[A'((a?/j,  +  a5p2+...-i-a?,/;„)-(aj;»,  +  a„;)s+...+  a„p„)2]  — - — 


dx. 


Si  les   probabilités  des  événements  A,,  Ao,  ...,  A„  avaient  pour 
valeurs  exactes  Pi,  p,,  .  •  -,  p«,  la  probabilité  de  l'écart  x  serait 


g     2  |x'  ((  a?  p,  +  a?  ^2  •!-. . .-+-  a^  ;>„  )  -  (  a,  /;,  +  a,  p,  +  . . .+  a„  /)„  1^  1 

L'ignorance  où  l'on  est  des  valeurs  exactes  des  probabilités  augmente 
les  écarts  dans  le  rapport  de  sJ^j,  -h  fi.'  à  \/[j.. 
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